Baltian Tie 2012 — ratkaisuja

1. Luvut 1, 2, ..., 360 ositetaan yhdeksaksi perakkéisten kokonaislukujen osajoukoksi, ja
ndissa joukoissa olevien lukujen summat jarjestetdan 3 x 3-taulukoksi. Onko mahdollista,
ettd nain syntyva taulukko on taikanelic?

Huomautus: Taikanelié on nelion muotoinen lukutaulukko jossa jokaisen rivin, jokaisen
sarakkeen ja kummankin lavistajan lukujen summat ovat kaikki keskenaan yhta suuria.

Ratkaisu. Jos

L Q. Q2
>0 o
S 0

on taikanelio, niin
pa+q pb+q pc+q
pd+q pe+q pf+q
pg+q ph+q pitgq

on taikanelio kaikilla p ja q. Esimerkiksi

7 0 5
A=2 4 6
3 8 1
on taikanelié. Nyt tehtévén yhdeksdn joukkoa ovat {40k + 1, 40k + 2, ..., 40k + 40},
1
k =0,1,...,8. Tillaisen joukon lukujen summa on 402k + 540 -41 = 1600k + 820.
Taikanelion A ja aluksi esitetyn huomion perusteella summien taulukko
1600 - 7 + 820 820 1600 - 5 + 820

1600 - 2 + 820 1600 -4 + 820 1600 -6 + 820
1600 - 3 + 820 1600 -8 + 820 1600 + 820

on taikanelio, joten vastaus tehtavan kysymykseen on myonteinen.

2. Olkoot a, b ja c reaalilukuja. Osoita, ettd

1
ab + be + ca + max {|la — b|, [b—¢|, \c—a|}<1—|—§(a+b+c)2.

Ratkaisu. Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, etta a < b < ¢ Silloin
max {|a —b|, |b—¢|, |c — a|} = c—a ja todistettava epayhtilo on 3(ab+bc+ca+c—a—1) <
(a + b+ c)®. Merkitiin a = b — x ja ¢ = b+ y, missi x ja y ovat ei-negatiivisia lu-
kuja. Todistettava epdyhtild on niilld merkinngilld 3(b% — bz + b% + by + b> — bx +
by —zy+x+y—1) < Bb+y—2)% = 9% + 6b(y — ) + 3y — 22y + 22. Koska va-
sen puoli on 9v? + 6b(y — z) — 3xy — 3z — 3y + 3, todistettavaksi epdyhtiloksi jaa 0 <
2+ +ary—3r—3y+3 = (y—1)%+(z—1)*+ay—a—y+1 = (y—1)>+(2—1)2+(y—1)(z—1).
Viimeinen lauseke on tulon (y—1)(x—1) merkisté riippuen suurempi tai yhta suuri kuin joko
(y=1)*+(z-1)*-2(y—1)(z—1) = (y—2)* tai (y—1)*+(z—1)*+2(y-1)(z—1) = (y+2-2).
Epayhtalo pitaa siis paikkansa.



3. a) Todista, ettd yhtdlolla
o) (22 +1) = 2%,

missd | x| tarkoittaa suurinta kokonaislukua, joka ei ole suurempi kuin x, on tdsmélleen yksi
reaalinen ratkaisu jokaisella kahden perakkaisen positiivisen kokonaisluvun maaraamalla
valilla.

b) Osoita, ettei mikddn tdméan yhtédlon positiivisista reaalilukuratkaisuista ole rationaali-
nen.

Ratkaisu. a) Olkoon x annettu positiivinen luku, [z] = k > 0 ja x = k + y, missi
0 < y < 1. Tehtdvan yhtalo k ((k:+y)2 + 1) = (k + y)? voidaan kirjoittaa muotoon
k+(k+y)? —ylk+y)?=(k+y)’ el

y(k+y)* =k (1)

Funktio y — y(k + y)? on jatkuva ja aidosti kasvava ja se saa arvon 0 < k, kun y = 0 ja
arvon (k+1)? > k, kun y = 1. On siis tasan yksi ehdon 0 < y < 1 toteuttava luku y, jolle
y(k+y)? =k

b) Tehtdvén yhtdlolla ei ole ei-negatiivisia kokonaislukuratkaisuja. Jos silld olisi ei-
negatiivinen rationaalilukuratkaisu, niin yhtdlon (1) toteuttaisi rationaaliluku y = T,

n
missa m ja n olisivat yhteistekijattomia positiivisia kokonaislukuja. Mutta silloin olisi
m(kn +m)? = kn3 eli m3 + n(2km + k?m) = kn3. Koska m:lli ja n:lli ei ole yhteisii
tekijoita, tama on mahdotonta.

4. Osoita, ettd dédrettémédn monella kokonaislukuparilla (a, b) yhtédlon
2012 = gz 4+ b

ratkaisujen joukosta loytyy kaksi eri reaalilukua, joiden tulo on 1.

Ratkaisu. Olkoon m > 2 kokonaisluku. Silloin yhtélén 22 — mz + 1 = 0 juuret ovat
eri suuria positiivisia lukuja. (Lukujen tulo on 1 ja summa on m > 0, joten luvut ovat
positiivisia; yht#lon diskriminantti on m*—4 > 0, joten juuret ovat eri suuria.) Polynomien
jakoyhtilon perusteella 2202 = Q(x) (2% —max +1) + R(x), missi R(x) on enintiin astetta
1 oleva polynomi. Siis R(z) = ama + b, ja polynomi x2°12 — q,,x — b, on jaollinen
polynomilla 22 —mz + 1. Sen nollakohtien (eli yhtéilon 2292 = a,,z +b,, juurien) joukossa
ovat siis yhtdlon 22 — ma + 1 = 0 molemmat eri juuret, siis kaksi lukua, joiden tulo on 1.

On vield osoitettava, ettd pareja (G, by,) 10ytyy ddrettomén monta, kun m saa kaikki
kokonaislukuarvot > 2. Ensinnikin, jos k # m, niin yhtéléiden 22 — kx 4+ 1 = 0 ja 22 —
mx + 1 = 0 juuret ovat eri lukuja. Jos yhtaloilla olisi yhteinen juuri x1, niin x; toteuttaisi
yhtdlon (k —m)x; = 0. Olisi #; = 0, mutta 0 ei ole minkddn yhtélon 22 —mz +1 =0
juuri. Polynomilla 22°'2 — a2z — b on enintéin 2012 eri nollakohtaa, joten on enintésin 1006
sellaista m:n arvoa, jolla 22912 — gz — b on jaollinen polynomilla z2 — ma + 1. Sama pari
(@m, by,) voi liitty&d enintédén 1006:een eri m:n arvoon. Pareja (a,, by,) on siis dérettoméan
monta.



5. Etsi kaikki funktiot f: R — R, joille patee

flx+y) = flz—y)+ f(f(1—my)) (1)

kaikilla reaaliluvuilla x ja y.
Ratkaisu. Osoitetaan, ettd yhtélon (1) toteuttaa vain identtinen nollafunktio.

Kun yhtéloon (1) sijoitetaan y = 0, saadaan f(f(1)) = 0. Kun nyt sijoitetaan yht&loon (1)
x = 0, saadaan f(y) = f(—y) kaikilla y. f:n on siis oltava parillinen funktio. Kun yht&l66n
(1) sijoitetaan z = 1, saadaan f(14+y) = f(1—y)+ f(f(1—y)). Mutta parillisuuden vuoksi
fA=y)+f(f(1-y)) = f(-1—y) = f(1—y—2). Kun merkitdén 1 —y = 2z, ndhd&én, etta
f(f(2)) = f(z—2)— f(2) kaikilla z. Siis my6s f(f(—z)) = f(—2—2)— f(—z). Mutta koska
f on parillinen, on myds f(f(2)) = f(z+2)—f(2) eli f(24+2) = f(2—2) kaikilla z. Kun siis
yhtéloon (1) sijoitetaan y = 2, saadaan f(f(1—2z)) = 0 kaikilla . Mutta tdméa merkitsee,
ettd f(f(z)) = 0 kaikilla . Yht&lo (1) saa nyt muodon f(z +y) = f(z — y) kaikilla z, y.
Erityisesti f(2z) = f(0) kaikilla x, joten f on vakiofunktio. Koska f(f(x)) = 0, ainoa
mahdollinen f(0):n arvo on 0.

6. Poydalla on 2012 lamppua. Kaksi henkiloa pelaavat seuraavanlaista pelia. Vuorossa
oleva pelaaja painaa jonkin lampun katkaisijaa, mutta nain syntyva asetelma ei ole saanut
esiinta aiemmin pelin aikana. Pelaaja, joka ei voi enaa tehda laillista siirtoa, haviaa.
Kummalla pelaajalla on voittostrategia?

Ratkaisu. Aloittava pelaaja voittaa, jos han valitsee yhden lampun ja joka vuorollaan
painaa taman lampun katkaisijaa. Olkoot aloittajan valitseman lampun kaksi mahdollista
tilaa a; ja as. Muilla lampuilla on on kaikkiaan 220! eri tilaa, joita voi merkiti ¢y, to, .. ..
Kaikkien lamppujen tilan ilmaisee pari (a;, t;). Voidaan olettaa, etté pelin alussa lamput
ovat tilassa (a1, t1). Alittajan vuoron jilkeen tila on (a9, t1). Toinen pelaaja ei voi painaa
aloittajan lampun katkaisijaa, koska se johtaisi jo kéytettyyn tilaan (a;, 7). Hénen vuo-
ronsa jilkeen ollaan siis tilassa (ag, t2), to # t1. Aloittajan vuoron jélkeen tila on (aq, t2).
Toinen pelaaja ei voi palata tilaan ¢1, joten hénen vuoronsa jilkeen ollaan tilassa (a1, t3),
ts # t1, to. Aloittajan vuoron jélkeen tilanne on (as, t3). Toisen pelaajan vuoron jilkeen
tilanne on (ag, t4), ty # t1, to, t3. Nama padttelyaskeleet voidaan helposti muotoilla in-
duktiotodistukseksi sille, etta aloittaja voi aina vuorollaan painaa valitsemansa lampun
katkaisijaa ja toisen pelaajan on aina painettava sellaista katkaisijaa, joka synnyttaa aikai-
semmin esiintyméttomén yhdistelmin. Toiselta pelaajalta loppuvat mahdollisuudet 220!
vuoron jalkeen, joten han haviaa pelin.

7. 2012 x 2012-ruudukon oikeasta ylanurkasta vasempaan alanurkkaan kulkevan lavistajan
jotkin ruudut on merkitty. Nurkkaruutuja ei ole merkitty. Ruudukon jokaiseen ruutuun
kirjoitetaan kokonaisluku seuraavalla tavalla. Ruudukon ylimman rivin ja vasemman puo-
leisimman sarakkeen ruutuihin kirjoitetaan luku yksi. Merkittyihin ruutuihin kirjoitetaan
kuhunkin nolla. Jokaiseen muuhun ruutuun kirjoitetaan sen ylapuolella ja vasemmalla ole-
vien naapuriruutujen lukujen summa. Osoita, ettei oikeasta alanurkasta voi l6ytya luvulla
2011 jaollista lukua.
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Ratkaisu. Ruudukon ruuduissa olevat luvut kertovat, kuinka monta erilaista oikealle ja
alas suuntautuvaa ja merkityt ruudut ohittavaa kulkureittia (jossa siis siirrytéén ruudusta
sen oikealla puolella tai sen alapuolella olevaan ruutuun) vasemman yldkulman ruudusta
kyseiseen ruutuun on. Jos jatetdan huomiotta merkittyihin ruutuihin liittyva ehto, niin

4022
reittejd vasemmasta ylakulmasta oikeaan alakulmaan on (2011 . Mutta 2011 on alku-
4022 4022!
luku, joten se esiintyy tekijana tasan kahdesti luvun (2011) = W osoittajassa ja

4022
nimittajassa. (2011) ei siis ole jaollinen 2011:114. Sellaisia reitteja, jotka kulkevat jonkin

2
2011

merkityn ruudun kautta, on i , missa k on merkityn ruudun jarjestysluku jommasta-

kummasta kulmaruudusta laskettuna. Selvasti tama luku on jaollinnen 2011:114. Oikeassa

alakulmassa on néin ollen luku, joka on 2011:11a jaoton luku vahennettyna joillakin 2011:11a

jaollisilla luvuilla. Luku itse on silloin jaoton luvulla 2011.

8. On annettu suunnistettu verkko, joka ei sisilld suunnistettuja sykleja, ja jossa jokaisen
polun sdrmien lukumaéra on enintdan 99. Osoita, ettd on mahdollista varittda verkon
sarmat kahdella varilla siten, etta jokaisessa yksivarisessa polussa on enintaan 9 sarmaa.

Ratkaisu. Annetaan jokaiselle verkon solmulle A luku n(A), joka on pisimmé&n tdhén sol-
muun paattyvan suunnistetun polun sarmien lukumaara. Jokaisessa solmussa on silloin
jokin luvuista 0, 1, ..., 99. Jokainen sadrmé& yhdistaa solmun, jossa on pienempi luku

solmuun, jossa on suurempi luku (jos verkossa on sdrmé 1@), niin B:hen paattyy ainakin
(n(A) + 1):sté sérméstd muodostuva suunnattu polku). Olkoon n(A):n kymmenjéirjestel-

maéesitys n(A) = x4 - 10 + y4. Véritetdén nyt AB siniseksi, jos 4 = xp, ja muussa
tapauksessa punaiseksi. Kaikki verkon sarmat tulevat varitetyiksi jommallakummalla va-
rilla. Sinisissd poluissa perakkéisille sarmille A, B patee y4 < yp ja punaisissa poluissa
x4 < xp. Niin sinisissd kuin punaisissakaan poluissa ei voi olla enempéa sarmia kuin on
numeroita 1, 2, ..., 9.

9. Kaikkiin 5 x 5-ruudukon ruutuihin on kirjoitettu luku nolla. Voimme yksi kerrallaan
ottaa jonkin ruudun ja sen naapuriruudut (joilla on yhteinen sivu sen kanssa), ja kasvattaa
kaikkien niiden sisaltamid lukuja yhdelld. Onko mahdollista saada aikaan ruudukko, jonka
Jjokaisessa ruudussa on luku 20127

Ratkaisu. Tallainen ei ole mahdollista. Muodostetaan lukuruudukko, jossa jokaisessa
ruudussa ja sen naapuriruuduissa olevien lukujen summa on 22. Tallainen on esimerkiksi

ruudukko

8 7 5 7 8
T2 3 27
5 3 10 3 5.
T2 3 27
8 7 5 7 8

Havaitaan, ettd ruudukon lukujen summa on 138. Tarkastellaan nyt lukua, joka saadaan,
kun jokaisessa taytettavan ruudukon ruudussa oleva luku kerrotaan ylla olevan ruudukon



vastaavassa ruudussa olevalla luvulla ja kaikki 25 nain saatua lukua lasketaan yhteen.
Alkutilanteessa summa on 0. Jokainen tehtavan mukainen ykkosen lisddminen vierekkaisiin
ruutuihin lisaa summa 22:lla, joten kyseinen summa on aina 22:lla ja siis myos 11:11a
jaollinen. Jos kaikissa ruuduissa olisi luku 2012, summa olisi 138 - 2012. Helposti nahdaa,
etta tulon kumpikaan tekija ei ole jaollinen 11:lla.

10. Henkilot A ja B pelaavat seuraavaa pelia. Ennen kuin peli alkaa, A valitsee 1000
paritonta alkulukua (joiden ei tarvitse olla eri suuria), ja sitten B valitsee niistd puolet
ja kirjoittaa ne tyhjalle liitutaululle. Vuorossa oleva pelaaja valitsee positiivisen koko-
naisluvun n, pyyhkii taululta jotkin alkuluvut py, ps2, ..., pn ja kirjoittaa niiden tilalle
luvun pips - - - pn, — 2 alkulukutekijit. (Jos jokin alkuluku esiintyy alkutekijdhajotelmassa
useamman kerran, niin se myos kirjoitetaan taululle yhta monta kertaa kuin se tekijahajo-
telmassa esiintyy.) Pelaaja A aloittaa, ja se pelaaja, jonka siirto jattad jéaljelle vain tyhjan
liitutaulun, haviaa. Osoita, ettd toisella pelaajista on voittostrategia, ja selvita kummalla.
Huomautus: Koska luvulla 1 ei ole alkulukutekijoita, on yksittaisen luvun 3 poistaminen
sallittua.

Ratkaisu. Pelaajalla A on voittostrategia. Sanomme, ettd alkuluku p on +-luku, jos
p = 1 mod 4 ja —-luku, jos p = —1 mod 4. Han voi valita 1000 +-lukua. Pelin alkaessa
taululla on silloin 500 + lukua. Olkoon P taululla olevien —-lukujen lukumaaran parilli-
suus. Pelin alkaessa P on parillinen. Nyt +-luvun alkulukuhajotelmassa parillinen maara
—-lukuja ja —-luvun alkulukuhajotelmassa on pariton maara —-lukuja. Nain ollen alkulu-
kujen p1, po, ..., pn joukossa olevien —lukujen maaran parillisuus ja luvun pips - - - p, — 2
alkutekijoiden joukossa olevien —-lukujen méaran parillisuus ovat vastakkaisia. Jokaisessa
siirrossa P muuttuu vastakkaiseksi, joten jokaisen A:n siirron jialkeen P on pariton. A ei
voi héavita. Jokaisessa siirrossa taululla olevien lukujen tulo pienenee (p1ps - - - p,, korvautuu
(p1p2 - - - pn — 2):lla), joten peli lopulta padttyy, ja A voittaa.

11. Olkoon NABC' kolmio, jossa /A = 60°. Piste T sijaitsee kolmion sisélla siten, ettéd
LATB = /BTC = ZCTA = 120°. Olkoon M janan BC keskipiste. Osoita, etta T A +
TB+TC =2AM.

Ratkaisu. [Ratkaisun l6ytymisen kannalta on etua, P c ,

jos muistaa, ettd tehtavan piste T' on kolmion ABC V‘v
Fermat’n piste. Taydennetaan kolmio ABC suunnik-

kaaksi ABDC. Silloin AD = 2AM. Olkoon P sellai- //’A\

nen piste, ettd AC'P on tasasivuinen kolmio, joka ei 4 B

peita kolmiota ABC. Osoitetaan, ettd T A + T' B+

TC = BP. Téata varten muodostetaan tasasivuinen kolmio ATT’. Nyt /TAC = 60° —
/T'AC = ZPAC. Koska AC = AP ja AT = AT’, kolmiot ATC ja AT'P ovat yhtenevia
(sks). Siis ZAT'P = 120°. Kaikkiaan siis P, T, T' ja B ovat samalla suoralla, ja BP =

BT+TT'+T'P = BT+TA+TC. Kulmat ZPAB ja ZABD ovat 120° ja PA = AC = BD
kolmiot ABP ja ADB ovat siis yhtenevia (sks), joten AD = BP, ja todistus on valmis.

12. Olkoot Py, P, ..., Ps = Py ympyran kehan perakkaisia pisteita, ja olkoon piste ()
monikulmion PyP; ... P; sisalla siten, etta /P;_1QP; = 45° kun 1 =1,...,8. Osoita, etta



sumina
8
z : 2
Pi—lpi
=1

on pienimmilldan tasmalleen silloin kun piste () on ympyrén keskipiste.

Ratkaisu. Kosinilauseesta saadaan heti P, 1 P? =
QP? |+ QP? —V2QP;_1QP;. Lisiksi 0 < (QP;,_; —
1
Qﬂy7panﬂﬁQBf§§@Nﬁl+Qgﬂ_YM@
suuruus on voimassa vain, jos QFP;,_1 = QF;. Kun

naméa havainnot sovitetaan tehtavan minimoitavaan
lausekkeeseen, saadaan

8 8
Y PaP?>(2-V2)) QP (1)

Yhtasuuruus vallitsee silloin ja vain silloin, kun kaikki ) P;:t ovat yhta suuria eli silloin,
kun @) on tehtavan ympyran keskipiste. Todistus on valmis, jos viela osoitetaan, etta
epéayhtédlon (1) oikea puoli saa pienimmén arvonsa, kun ) on ympyréan keskipiste.

Mutta itse asiassa taméa oikea puoli on riippumaton ():sta. Pythagoraan lauseen nojalla
nimittain

8
S QP? = PyP} + PP} + PP} + PsPy.
=1

Nelikulmiot Py P> Py FPs ja Py P3Ps P; ovat jannenelikul-
mioita, joiden lavistdjat ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Jos ABCD on téllainen jannenelikulmio,
niin ZABD + Z/BAC = 90°. Valitaan kaarelta CDA
piste D’ niin, ettd AD’ = CD (”peilataan kolmio
ACD AC:n keskinormaalin yli”). Silloin ZCAD' =
LACD = ZABC ja ZBAD' = 90°, joten BD' on ym-
parysympyran halkaisija. Mutta silloin Pythagoraan
lauseen nojalla AB? + CD? = AB? + AD"? = BD".
Siis

8
> QP =24

=1

missa d on tehtavan ympyran halkaisija.

13. Olkoon ABC' terdvakulmainen kolmio, ja olkoon H sen ortokeskus. Kaérjistd A, B ja
C piirretyt korkeusjanat leikkaavat ympdripiirretyn ympyréan pisteiden A, B ja C ohella
myo0s pisteissa Ha, Hp ja He, tassa jarjestyksessa. Osoita, ettei kolmion HyHpH¢c ala
voi olla suurempi kuin kolmion ABC' ala.



Ratkaisu. Koska kolmio ABC' on terdvakulmainen,
H on kolmion sisalla. Tunnetusti H:n peilikuvat
Hy, Hg, Heo suorien BC, CA, AB suhteen ovat kol-
mion ABC' ympérysympyralld. [Todistus: Olkoot esi-
merkiksi B’ ja C' ABC':n B:sta ja C':sté piirrettyjen
korkeusjanojen kantapisteet. Nelikulmiossa AC’'H B’
on kaksi suoraa kulmaa, joten se on jannenelikul-
mio. Kulmat /B’AC’ ja ZC'HB’ ovat suplement-
tikulmia. Mutta /BH,C = /BHC = /C'HB’.
Siis myos LBAC ja Z/BHAC ovat suplementtikul-
mia, joten ABHAC on jannenelikulmio.] Kuusikul-
mion AH-BH,CHp ala on tasan kaksi kertaa kol-
mion ABC' ala. [Kolmiot AHcB ja AHB jne. ovat

yhtenevid.] On siis osoitettava, ettd kolmion H4 HpHe on enintéaén puolet kuusikulmion
AH-BH,CHpg alasta. Tama tulee todistetuksi, jos voidaan osoittaa, ettd kolmioiden
AH-HB, BHAH: ja CHgH 4 yhteenlaskettu ala on suurempi tai yhta suuri kuin kol-
mion H4HpH¢ ala. Koska AH- = AH = AHp, AHc H B on tasakylkinen; samoin ovat
muutkin kaksi luetelluista kolmioista. Jos H 4 HpHc on teravakulmainen, sen ortokeskuk-
sen H' peilaukset H',, Hy ja H(, yli suorien HgHc, HcHy ja HaHp ovat ABC'm ym-
parysympyrélld ja kolmion H4HpHe ala on sama kuin kolmioiden HoHpH'y, HAHcH
ja HyHpH{ alojen summa. Kukin néistd kolmioista on alaltaan enintéén yhta suuri kuin
vastaava samakantainen tasakylkinen kolmio (HoHp A jne.), joten véite on todistettu. Jos
sitten Ha Hp H¢ ei ole teravakulmainen, voidaan olettaa, etta /HaHpHe on tylppa. Sil-
loin kolmio H o Hg Hc on enintadn yhta suuri alaltaan kuin H 4 Ho B yksinaan, ja vaitteen
totuus on ilmeinen.

Hy

14. Kolmion ABC sisdan piirretty ympyra sivuaa sivuja BC', C'A ja AB pisteissa D, E ja
F, tassa jarjestyksessa. Olkoon G janan DFE keskipiste. Osoita, etta /EFC = ZGFD.

Ratkaisu. Olkoon I' kolmion CEF ympéarysympyra.
Suora CG leikkaa I''n myo0s pisteessa H. Kehakul-
malauseen nojalla ZFFC = ZFEHC. Koska CG
on tasakylkisen kolmion C'ED korkeusjana, F ja D
ovat toistensa peilikuvia suoran GC' suhteen, joten
/EHC = Z/GHD. Koska AFE on kolmion ABC si-
sdympyran tangentti, niin LZAEF = ZFDFE ja siis
/FDE = 180° — ZCEF. Mutta ympyran I' jinnene-
likulmiosta FHCFE saadaan ZFHC = 180° — ZFEC.
Siis /FHC = /FHG = /FDFE = /FDG. Tasta
seuraa, etta pisteet F, H, D, G ovat samalla ympy-
ralla, joten Z/GFD = ZGHD. Ylla on jo todistettu,
ettda ZGHD = ZEFC, joten todistus on valmis.

15. Jannenelikulmion ABC D ympéripiirretyn ympyréan keskipiste O sijaitsee kyseisen ne-
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likulmion sisélld, mutta ei sen lavistajalla AC. Nelikulmion lavistéijat leikkaavat pisteessa
I. Kolmion AOI ympadripiirretty ympyra leikkaa sivua AD pisteessd P ja sivua AB pis-
teessd (); kolmion COI ymparipiirretty ympyra leikkaa sivua C'B pisteessa R ja sivua C'D
pisteessa S. Osoita, ettd PQQ RS on suunnikas.

Ratkaisu. Todistus perustuu siihen, ettd ympyrat
AQP, CSR, BRQ ja DPA ovat samasateiset. Koska
AC ei ole ABC'D:n ymparysympyréan halkaisija, tasan
toinen kulmista ZABC' ja ZC'DA on tylppa. Voidaan
olettaa, ettd ZABC on tylppa. Koska AQIO on jan-
nenelikulmio, ZQAI = ZQOI. Vastaavasti ZRCI =
ZROI. Néin ollen ZQOR = /ZQOI + ZROI =
LQAI+/RCI = /ZBAC+ /ZBCA = 180° - ZABC =
180° — ZQBR. Siis Q BRO on jannenelikulmio. Sa-
moin osoitetaan, ettd POSD on jannenelikulmio.

Koska OAB on tasakylkinen kolmio, Z/OBA = ZBAO. Kulma Z/OBA = Z0OBQ on
ympyran BROQ kehdkulma ja ZBAO = ZQAO on ympyrin AQIO kehdkulma. Mo-
lempia vastaa sama janne O@). Téasta seuraa, ettd molemmilla ympyréilla on sama
side. Samalla tavalla osoitetaan, ettd kaikkien neljan ympyrin AQP, BRQ, CSR ja
DPS sade on sama. Mutta nyt SP on viimeksi mainitun ympyréan kehakulmaakul-
maa /SPD = ZCDA vastaava janne ja R() samasiteisen ympyrin BR() kehdkulmaa
/RBQ = ZCBA = 180° — ZC DA vastaava janne. Tasta seuraa, ettd SP = R(@). samoin
osoitetaan— samaséateisten ympyroiden AQP ja CSR avulla — ettd RS = QP. PQRS on
siis todella suunnikas.

16. Olkoot n, m ja k positiivisia kokonaislukuja, joille (n — 1)n(n + 1) = mF. Osoita, etti
k=1.

Ratkaisu. Luvuilla n ja (n — 1)(n + 1) el ole yhteisid tekij6itd. Lukujen tulo voi olla
jonkin lukun k:s potenssi vain, jos molemmat ovat k:nsia potensseja. Mutta jos n = a” ja
(n—1)(n+1) =n?—1=>0b" niin bF = (a2)k — 1. Mutta kahden kokonaisluvun k:nsien
potenssien erotus voi olla 1 vain, jos k = 1.

17. Merkitkéén d(n) luvun n positiivisten tekijoiden lukuméirds. FEtsi kaikki kolmikot
(n, k, p), joissa n ja k ovat positiivisia kokonaislukuja ja p on alkuluku, ja joille

ndn) 1 = pk.

Ratkaisu. Luvun n tekijoiden méaara on parillinen aina ja vain, kun n ei ole nelicluku. Lu-
vun n y/n:aa pienemmat tekijat voidaan nimittiin asettaa yksikasitteiseen vastaavuuteen
\/n:aé suurempien tekijoiden kanssa; tekijoiden joukossa on vield y/n tésmélleen silloin,
kun n on nelidluku. Tisté seuraa, ettd n?™ on aina neliluku. Olkoon siis n“™ = m?2.
Tehtiviissi etsitdin ehdon m? — 1 = (m — 1)(m + 1) = p* toteuttavia lukuja. On oltava

m > 1. Josm =2, onoltava p* =3elip=3,k=1jan=2. Josm > 2, luvut m — 1
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ja m+ 1 ovat molemmat luvun p* tekijoité, joten molemmat ovat alkuluvun p potensseja.
Ainoa mahdollisuus on p =2, m—1 =2, m+1=4, m =3, n") =32 =9. On oltava
n = 3. Tehtévén ratkaisukolmikot (n, k, p) ovat siis (2, 1, 3) ja (3, 3, 2).

18. Etsi kaikki kokonaislukukolmikot (a, b, c), joille a® + b* + ¢® = 20122012.

Ratkaisu. Osoitetaan, etta tallaisia kolmikkoja ei ole. Tehtavan yhtalon oikea puoli on
jaollinen neljalla. Koska parittomien lukujen neliot ovat = 1 mod 4, lukujen a, b, ¢ joukossa
ei ole parittomia. On siis a = 2x, b = 2y ja ¢ = 2z, missa z, y, z ovat kokonaislukuja.
Tehtivin yhtilo on neljilld jaettuna x2 + 32 + 22 = 5030503. Katsotaan téitid modulo 8:
oikea puoli on = 7 mod 8, mutta koska nelioluvut ovat = 0, = 1 tai = 4 mod 8, ei kolmen
nelion summa voi olla = 7 mod 8.

19. Osoita, ettd luku n™ + (n + 1)"™1 on yhdistetty &édrettéméin monella positiivisella
kokonaisluvulla n.

Ratkaisu. Tarkastellaan lukuja n = 6k+4. Silloinn =1mod 3 jan+1=2= —1 mod 3.
Lisiksi n 4+ 1 = 6k + 5 on pariton. Siis n™ + (n + 1)""! =1+ (=1)""! = 0 mod 3. Luku
on siis jaollinen kolmella eli yhdistetty.

20. Etsi kaikki yhtilén 2x% + y” = 11 kokonaislukuratkaisut.

Ratkaisu. Ratkaisuja ei ole. On keksittavd moduli, joka osoittaa yhtdlon mahdotto-
maksi. Luonnollinen yrite on m = 6 -7+ 1 = 43. Jonkin verran tyota tehden huomaa,
ettd kuudensien potenssien mod 43 joukko on {0, 1, 4, 11, 16, 21, 32, 41} ja seitsemén-
sien potenssien joukko {0, 1, 6, 7, 36, 37, 42}. Modulo 43 luku 22° kuuluu siis joukkoon
{0, 2, 8, 22, 27, 32, 39, 42} ja luku 11 —y” joukkoon {4, 5, 10, 11, 12, 17, 18}. Koska jou-
kot ovat erilliset, yhtalolla ei ole ratkaisua.

[Kuudensien ja seitseménsien potenssien mod 43 joukkojen méérittdminen voisi hiukan

nopeuttaa kayttamalld hyvéaksi tietoa siitd, ettd primitiivijuuri mod 43 on 3 (ks. esim.
http://matematiikkakilpailut.fi/kirjallisuus/laajalukuteoriamoniste.pdf).

Luku a on primitiivijuuri mod p, jos a on pienin sellainen luku, jolle ei ole a¥ = 1 milldsin
k < ¢(p). Silloin kaikki potenssit a*, k < ¢(p), ovat keskeniin epikongruentteja. Tissi
¢ on Eulerin funktio; ¢(p) on p:té pienempien p:n kanssa yhteistekijattomien positiivisten
kokonaislukujen lukumé&éra. Jos p on alkuluku, ¢(p) = p — 1. Sen osoittamiseksi, etta
a on primitiivijuuri mod p, riittdd, ettd osoittaa, ettd a®®)/" ei ole = 1 mod p milldén
luvun ¢(p) alkutekijalla r;. Koska 43 on alkuluku, ¢(43) =43 —1 =42 =2-3-7. Nyt
214 = 1 mod 43, mutta 35 = —2 mod 43, 3'* = 36 mod 43 ja 3?' = —1 mod 43, joten 3 on
primitiivijuuri mod 43. Kuudennet ja seitseminnet potenssit ovat siis lukujen 3¢ = —2 ja
37 = —6 potensseja mod 43.]



