Baltian Tie 2011. Ratkaisuja

2011.1. Olkoon z1 = x9012. Korotetaan kaikki yhtalot x4+ x41 = 22 toiseen potenssiin,
lasketaan yhteen ja kaytetaan summan vaihdantalakia:
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joten kaikki erotukset zj — xx41 ovat nollia ja kaikki luvut z; yhta suuria.

2011.2. Jos funktionaaliyht&loon sijoitetaan y = f(z), ndhdaén, ettd f(0) = 0. Jos
yhtéloon sijoitetaan y = 0, saadaan f(f(z)) = —f(f(x)), joten f(f(z)) = 0 kaikilla z € Z.
Siis f(f(x) —y) = f(y) kaikilla y. Kun edelliseen yhtéloon sijoitetaan y = 0, saadaan
f(=y) = f(y) kaikilla y € Z. Siis

f(f(x)—y) = fly) = f(~y). (1)

Jos f(x) = 0 kaikilla z, tehtdvén ehto toteutuu varmasti. Oletetaan, ettd jollain ¢
on f(t) # 0. Yhtalostd (1) seuraa, ettd kaikilla z € Z on f(2) = f(z + f(t)). f
on siis jaksollinen funktio, ja sen arvot ovat kaikilla z € 7Z valissa, jonka alaraja on

min{f(0), f(1), ..., f(If(£)| = 1)} ja yldraja max{f(0), f(1), ..., F(If ()| = 1)}.

2011.3. Positiiviset kokonaisluvut z ja 2° padttyvit aina samaan numeroon eli 2° — z =
0 mod 10. Tiamin nikee ehki helpoimmin tarkastelemalla lauseketta ° — 2 = x(z —
1)(x + 1)(22 + 1) arvoilla 2 = 0, 1, ..., 9. Tistd seuraa helposti induktiolla, ettd z ja
T4 padttyvit samaan numeroon. Oletetaan nyt, ettd joillain n ja k olisi ani4r = an

ja aptakt1 = apyq. Silloin olisi an44k42 €li luvun gkl Gn+4k Viimeinen numero

n+4k+1
sama kuin luvun aZﬁHk + a,, viimeinen numero, joka edelld sanotun perusteella on sama

kuin luvun aZﬁ + a, viimeinen numero, eli a,o. Paattelya jatkamalla nahtaisiin, etta
Up+tp = Antak+tp Kaikilla p =1, 2, ..., joten jono olisi jaksollinen indeksin arvosta ng =n
alkaen. On siis vield naytettava, etta sellaiset k£ ja n, joilla api4r = apn ja apyary1 =
an+1, ovat olemassa. Tarkastetaan kaikkia pareja (asiaj, as+4j), j = 0,1, 2, .... Parin
kumpikin jasen on jokin luvuista 0, 1, ..., 9, joten erilaisia pareja on enintaan 100. Koska
parien jono on ddretén, ainakin jokin pari esiintyy ainakin kahdesti: (as44j,, a344j,) =
(@2+44j,, G3+44j,), J1 < j2. Voidaan valita n = ng = 2 + 451 ja k = jo — j1.



2011.4. Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisen epéayhtialon perusteella positii-
viselle luvulle z pitee 23 +2 = 22 + 14+ 1 > 3vVa3-1-1 = 32. Tehtdvin epiyhtilon
todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan todeksi
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Kun epayhtalo kerrotaan puolittain 3:lla ja otetaan huomioon
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saadaan todistettava epayhtalo yhtapitavaan muotoon
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Mutta aritmeettisen ja harmonisen keskiarvon valinen yhtalo antaa nyt heti
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2011.5. Merkitdin a = f(0) ja b = f(1). Silloin f(a) = f(f(0)) =02 -0+1=1 ja
f) = f(f(1)) =1 —1+1 = 1. Edelleen f(f(b)) = f(1) = b, joten b> —b+1 = b ja
b= 1. Mutta f(f(a)) = f(1) =b=1, joten a®> —a+1=1jaa =1 tai a =0. Jos olisi
a = 0, saataisiin ristiriita 0 = a = f(0) = f(a) = 1. Koska tehtédvan oletuksien mukaan
ehdon tayttava f tiedetddn olemassa olevaksi, on oltava a = 1.

2011.6. Olkoon n’ suurin kokonaisluku, joka on < 5 Osoitetaan, ettd tehtdvissa mainit-

tuja suoria on ainakin n?—3n"2 > —n?. Kutsumme pistetta relevantiksi, jos sen molemmat

koordinaatit ovat valin [1, n] kokonaislukuja. Relevantti piste on pieni, jos se molemmat
koordinaatit ovat enintdan n’. Muussa tapauksessa piste on iso. Sanomme origon kautta
kulkevaa suoraa tkavaksi, jos se kulkee ainakin kahden relevantin pisteen kautta.

Tarkastellaan jotain ikavaa suoraa £. Oletetaan, etta suoralla £ on k relevanttia pistetta ja
ettd P = (z, y) on niistd ldhinné origoa. Jos P; = (jx, jy), niin suoralla ¢ olevat relevantit
pisteet ovat Py, Py, ..., P;. Koska k > 2, niin piste P = P; on pieni. Olkoon nyt &’
sellainen positiivinen luku, etta pisteet Py, ..., Py ovat pienid, mutta P41, ..., Py ovat
isoja. Koska Py ei ole pieni, Py(s41) ei ole relevantti. Siis k < 2k'+1 < 3k’. Kun naméa
epayhtalot muodostetaan kaikkien ikavien suorien kohdalla ja lasketaan yhteen, nahdaan,
etta ikavilla suorilla olevien relevanttien pisteiden méaara on enintaan 3 kertaa pienien
pisteiden lukumaiiri. Siten ainakin n? —3n'? pisteisti ei kuulu mihink##n ikéviin suoraan.
Todistus on valmis.



2011.7. Tarkastellaan niitd 7:n lukuja, joissa esiintyy 1 tai 2. Tallaisia on yhdeksan:
12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 26. Jos néista valitaan jotkin kolme, niin joko 1 tai 2 esiintyy
kahdesti, ja nain ollen kaikki kuusi numeroa eivat voi olla kolmikossa mukana. Tehtavassa
kysytty n on siis ainakin 9. Jaetaan T' viideksi osajoukoksi seuraavasti: 17 = {12, 36, 45},
Ty, = {13, 24, 56}, T3 = {14, 26, 35}, T, = {15, 23, 46} ja T5 = {16, 25, 34}. Jokaisen
osajoukon T} luvuissa ovat kaikki numerot. Siis jokaisesta néista enintdan kaksi lukua voi
kuulua joukkoon S, joten n < 10.

Osoitetaan nyt, ettd n = 9. Tehdédan vastaoletus n = 10. Silloin joka joukosta T on tasan
kahden alkion kuluttava joukkoon S. Katsotaan sité, kuinka monesti jokin numero puuttuu
S:8an kuuluvista luvuista. Jos kaikki numerot puuttuisivat enintddn kerran, .S:ssi olisi
ainakin 12 alkiota. Mikdan numero ei voi puuttua kuin enintdan nelja kertaa, muutenhan
se ei esiintyisi S:n luvuissa ollenkaan. Voidaan nyt olettaa, etta luvut 12 ja 13 eivat kuulu
S:aan ja vaikkapa 16 kuuluu. Nyt 45 kuuluu S:aan, ja koska 16 myo6s kuuluu, luku 23 ei
voi kuulua S:4én. Koska 36 ja 24 kuuluvat S:4an, 15 ei kuulu. Mutta silloin joukosta Ty
enintdan yksi alkio kuuluu S:aan. Ristiriita, siis vastaoletus on vaarin ja véite todistettu.

2011.8. Oletetaan, etta tehtavan vaite ei pida paikkaansa. Koulussa A on jokin oppilas
a, joka tuntee mahdollisimman monta koulun B oppilasta. Koulussa B on kuitenkin jokin
oppilas b, jota a ei tunne. Koska b ei tunne kaikkia koulun C' oppilaita, C':ssa on oppilas
¢, jota b ei tunne. Nyt a:n on tunnettava ¢, muuten joukossa {a, b, ¢} ketkéaén kaksi eivéit
tuntisi toisiaan. Lisdksi A:ssa on oppilas a’, jota ¢ ei tunne. Jos olisi @ = a’, niin joukossa
{a, b, ¢} ketkésn kaksi eivit tuntisi toisiaan. Siis a # a’. Joukossa {da’, b, ¢} b ei tunne
c:td eikd ¢ a’:a, joten a’ ja b tuntevat toisensa. Jos a’ tuntisi kaikki ne B:n oppilaat,
jotka a tuntee, niin a’ tuntisi useampia B:n oppilaita kuin a. On siis jokin B:n oppilas b’,
jonka a tuntee, mutta a’ ei tunne. Jos nyt b’ ja ¢ olisivat tuttavia, niin joukossa {a, V', c}
kaikki kolme tuntisivat toisensa. b’ ja c eivéat siis tunne toisiaan. Katsotaan nyt joukkoa
{da’, V', ¢}. Siind ei ole yhtdén tuttavaa. Oletus ettd tehtavin véite ei olisi totta, johti
ristiriitaan tehtdvan oletusten kanssa. Vaite on siis totta.

2011.9. Osoitetaan, etta vaite on pateva, jos ja vain jos n tai m on parillinen. Oletetaan
esimerkiksi, ettd n, pystyrivien lukumaara, on pariton. Silloin pateva varitys voidaan
tehda varittamalla kaikki ruudukon reunojen ruudut ja joka toinen pystyrivi mustaksi.
On yksinkertaista todeta, ettd tdma varitys toteuttaa tehtavan ehdot.

Osoitetaan, etta jos m ja n ovat molemmat parillisia, pateva varitys ei ole mahdollinen. To-
distus perustuu muutamiin yksinkertaisiin verkkojen ominaisuuksiin. Verkon solmun aste
on siita lahtevien sdrmien lukumaara. Verkon jokaisen yhtendisen osan solmujen asteiden
summa on parillinen, koska se on kaksi kertaa osassa olevien sarmien lukumaéra. Muo-
dostetaan verkko, jonka solmut ovat ruudukon ruudut. Verkon sarmat yhdistavat kahta
ruutua tasmalleen silloin, kun ruudut koskettavat toisiaan tasan yhdessa karkipisteessa ja
ne kaksi ruutua, joilla on kaksi yhteista sivua edellisten kahden kanssa, ovat samanvérisia.
Nyt havaitaan, etta niiden verkon solmujen, jotka vastaavat ruudukon neljaa karkea, aste
on 1. Muiden ruudukon reunaruutujen aste on 0 tai 2. Keskella ruudukkoa olevia ruutuja
vastaavien solmujen aste on 0, 2 tai 4. Tehtavassa kielletyt varitysyhdistelmét merkitsevat,
etta mitkaan verkon sarmat eivat leikkaa toisiaan. Koska kaikki sarméat yhdistavat kul-
mittain toisiinsa nahden olevia ruutuja, niin jos ruudukkoon asetettaisiin Sakkilautakuvio,
niin kaikki sarmat yhdistaisivat samanvarisia ruutuja. Néin ollen mikéaan ketju ei voisi yh-
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distaa kahta sellaista karkiruutua, jotka ovat samalla reunalla. Koska kulmaruudut ovat
ainoat ruudut, joiden aste on pariton, on vastakkaisten karkien kuuluttava pareittain yhte-
néiseen verkon osaan, mutta nadma osat ovat erillisid. On siis olemassa kaksi ketjua, jotka
yvhdistavit vastakkaisia kédrkipareja. Muta nédiden on leikattava jossain. Leikkaaminen ei
ole mahdollista, joten kun m ja n ovat parillisia, varitysta patevaa varitysta ei ole.

2011.10. Olkoon pelin aloittaja A ja toinen pelaaja B. Osoitetaan, ettd B voittaa aina.
Ajatellaan luvut esitetyksi lukujérjestelméssé, jonka kantaluku on 2011. Aloittajan en-
simméinen siirto kohdistuu lukuun, jossa on 1 ja pariton mé&ard (2011) nollia. Siirron
jilkeen luku on joko 20112°10, siis 1 ja parillinen mé#ira nollia, tai luku, joka on vililla
1201120t — 2011, 20112°11 — 1] ja pésittyy muuhun numeroon kuin nollaan. Edellisesti
luvusta B saa luvun 20112999, joka on parittomaan méirasn nollia pasttyvi luku, jilkim-
maéisesta viimeisen numeron vahentamalla yhteen nollaan paidttyvan luvun. A:n seuraava
siirto johtaa taas valttamatta lukuun, joka paattyy parilliseen maaraan nollia. Koska luvut
joka siirrossa pienenevit, tullaan vaistaméatta lopulta tilanteeseen, jossa A:n siirron jalkeen
syntyy (2011-jarjestelméssi siis) yksinumeroinen positiivinen luku. Siitd B pé#see nollaan
tai sen alle, ja voittaa.

2011.11. Olkoon O ympyrian C keskipiste. Koska
kulmat ZPRO ja ZPSO ovat suoria, S ja R ovat

P
ympyralld, jonka halkaisija on OP eli C:n sidde. Hal-

kaisijan pituus ei siis riipu P:n sijainnista. Jos S ja

R ovat eripuolilla halkaisijaa OP, niin SR on keha- c B
kulmaa ZSPR = 180° — LZAOC vastaava janne, jos 1

taas S ja R ovat halkaisijan OP samalla puolella,

/SPR = ZSOR = ZAOC ja SR on edelleen samaa D
kehakulmaa vastaava janne. Jos S tai R yhtyy pis-

teeseen O, sama johtopédatos on helppo tehdd. SR:n

pituus ei siis riipu pisteen P sijainnista.

2011.12. Kierretdan kolmiota ABP 90° myotapéi-

vaan pisteen B ympaéri. Silloin A kuvautuu pisteeksi 4 D
C ja P pisteeksi P’ niin, ettd BP' = BP ja L/PBP’ 1
on suora kulma. Kolmio PBP’ on siis tasakylki- P
nen suorakulmainen kolmio, joten ZBP'P = 45° ja
PP? = 2.BP? = 8 Mutta P'C = 1, joten 3
PP? + P'C? = 9 = PC? Kolmio PP'C on si- 9

ten (Pythagoraan lauseen kdénteislauseen perusteella)
suorakulmainen. Siis ZAPB = /CP'B = Z/CP'P + B C
ZPP'B = 90° + 45° = 135°. 9 1




2011.13. Osoitetaan, ettda AFBFE on janneneli-
kulmio. Koska LZAFB = /ZDEC, on osoitettava,
ettd ZAEB + /DEC = 180°. Mutta jannenelikul-
mioista APES ja BQEP saadaan ZAEB = ZAEP +
/PEB = ZASP + /ZP@B ja jannenelikulmioista
CREQ ja DSER vastaavasti /DEC = /ZDER +
/ZREC = /DSR + ZRQC. Siis ZAEB + /DEC =
LASP+ /DSR+ /PQB+ ZRQC = (180° — ZPSR)

+(180° — ZPQR). Mutta koska PQRS on jannenelikulmio, /PSR + ZPQR = 180°,
ja véite seuraa. Koska nyt AFBE on jannenelikulmio, voidaan soveltaa Ptolemaioksen
lausetta. Sen mukaan

EF-AB = AE - BF + BE - AF. (1)

Kolmioiden ABF ja DCE yhdenmuotoisuudesta seuraa AB : BF : AF = DC : CE : DE.
Néin ollen (1) voidaan kirjoittaa myds muotoon

EF.CD = AE-CE + BE - DE. (2)

Tasmalleen sama paattely sovellettuna muihin nelikulmion ABC D sivuihin johtaa yhta-
16ihin

EG-DA=BE--DE+CE - AE, (3)

FH-AB=FC-AFE+ DE - BFE (4)
ja

FI-BC=DFE-BE+ AF -CE. (5)

Yhtaldiden (2) — (5) oikeat puolet ovat laskujérjestystéd vaille samat, joten yhtéléiden
vasemmat puolet ovat samoja.

2011.14. Olkoon I kolmion ABC sisdympyréan keski-
piste. Silloin /DIE = 2-/DFE. Koska F'G on tdmén
ympyran halkaisija, /FEG = 90°. Nyt ZDHFE =
90° — /DFFE = %(180O — /ZDIF) = % - /DCE. Vii-
meinen yhtasuuruus seuraa siitéd, etta DCEI on jan-
nenelikulmio. Janat C'D ja C'E ovat yhta pitkat, joten
on olemassa C-keskinen ympyra, joka kulkee pisteiden
D ja F kautta. Mutta edella tehty kulmien suuruuden
tarkastelu osoittaa, ettd ZDHFE on tdman ympyran
kehakulma, ts. CH = CE. Koska CEF on tasakyl-
kinen kolmio, on /ZHCFE = 180° — 2 - ZGEC. Mutta
FE1EGjalE1EC, joten ZGEC = ZFFEI = /FAI
Viimeinen yht&lo johtuu siitd, ettd AFIFE on jannenelikulmio. Mutta Al on kulman BAC
puolittaja. Siis ZHCFE = 180° — ZBAC. Tésta seuraa, ettd AB||CH.




2011.15. Koska ZADB = ZBDC, pisteen E peiliku-
vapiste suoran BD suhteen on suoralla DC'. Olkoon
F tama piste. Koska AE-ED < CD - AF, niin DF =
ED < CD, joten F on janalla DC. Kolmiot DEB ja
DF B ovat yhtenevia, koska ne ovat symmetrisia suo-
ran BC suhteen. Siis ZAEB = /BF(C. Tehtdavan
ehdon mukaan BE - BF = BE? = AE-(CD — ED) =
AE - (CD - DF) = AFE - FC. Siis

BE FC

AE  BF’
Mutta tdmé merkitsee sité, ettd kolmiot BEA ja CFB ovat yhdenmuotoisia (sks). Siis
LEBA = /FCB = £ZDCB.

2011.16 Olkoon y,, = z,, — 1. Silloin y; = 2. Jonon (z,) mairittelevd palautuskaava on
Yn = Tn — 1= 2(yn—l +1> _4<yn—2 +1) +2 = 2yn—1 _4yn—2 — 2(2yn—2 _4yn—3) _4yn—2 -
—8y,_3. Siis Tog11 — 1 = Y2011 = Y3.67041 = (—8)570%y; = 22011 Tehtiviissi kysytty &k on
siis 2011.

2011.17 Tunnetusti luvuilla 1, 3 ja 9 on tehtdvan ominaisuus. Osoitetaan, ettd muita
ei ole. Olkoon siis d jokin luku, jolla on tehtavdn ominaisuus. Voidaan olettaa, etta
10F=! < d < 10* Olkoon 10¥*! = gd + r, missi r < d < 10*. Nyt d on tekijani
luvussa a = 10**! + 7. 7 on enintéifin k-numeroinen luku, joten (k + 2)-numeroinen luku
a alkaa numeroilla 10. d:n ominaisuuden perusteella d on tekijana luvussa, joka alkaa a:n
numeroilla ja jonka viimeiset numerot ovat 10 ja myos luvussa, joka alkaa a:n numeroilla
ja jonka viimeiset numerot ovat 01. Mutta kahden viimeksi mainitun luvun erotus on 9. d
on siis tekijana luvussa 9, joten d =1, d = 3 tai d = 9.

2011.18. Selvisti 32 + 3% = 36, joten pari (p, ¢) = (3, 3) tiyttid tehtivin ehdon. Osoi-
tetaan, ettd muita ehdon tayttavia pareja ei ole. Osoitetaan ensin, ettd p £ 2. Oletetaan,
ettd on olemassa alkuluku g, jolle ¢? + 8 ja ¢> + 4 ovat nelidlukuja. Koska ¢ < ¢ + 8, ei
voi olla (g + 1)% > ¢® + 8. Siis (¢ + 1)? < ¢* + 8 eli 2¢ < 7. Siis ¢ < 3. Mutta 2% +4 =12
ja 3% +4 = 31, joten ¢ + p? ei ole nelidluku. Siis p on pariton; symmetrian vuoksi myds ¢
on pariton.

Tarkastetaan sitten tapaus p = ¢. Nyt p?(p + 1) on nelidluku. Koska p on alkuluku, p + 1
on nelidluku; p = n? —1 = (n+1)(n —1), Koska p on alkuluku, on oltavan—1= 1, n = 2,
p=3.

Oletetaan sitten, ettd p ja ¢ ovat keskenadn erisuuria parittomia alkulukuja. Jos nyt
p?> + ¢ = a2, niin ¢ = (a —p)(a + p). Jos a — p ja a + p ovat jaollisia ¢:lla, niin
2p = (a + p) — (a — p) on jaollinen ¢:lla. TAmA ei ole mahdollista, koska p ja ¢ ovat
eri suuria parittomia alkulukuja. Siis on oltava a —p = 1 ja a +p = ¢>. Kun niami
yhtilot vahennetiin toisistaan, saadaan ¢® = 2p + 1. Symmetrian perusteella on samoin
p? = 2¢ + 1. Mutta tdmé on mahdotonta: jos on p < ¢, niin ¢ < p3. Ei ole mahdollista,
etta p ja g olisivat eri suuria parittomia alkulukuja.

2011.19. Olkoon aq, ag, ..., a, mielivaltainen aritmeettinen positiivisten kokonaislu-
kujen jono ja olkoon P = ajaz---a,. Jos m on mielivaltainen kokonaisluku, niin
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P"ay, P"ay, ..., P"a, on aritmeettinen jono, ja timin jonon alkioiden tulo on PP+,
Koska p > 3 ja p on alkuluku, niin joko p = 3¢+ 1 eli 2p+ 1 = 3(¢ + 1) jollain ¢ tai
p=3q—1elip+1=3qjollain ¢. Siis joko P%ay, P?ay, ..., P%a, tai Pay, Pas, ..., Pa,
kelpaa kysytyksi jonoksi.

2011.20. Oletetaan, etta tehtavan viite ei pida paikkaansa. Silloin on olemassa N siten,
ettd millaan n > N ei ole niin, etta luvuista n, n + 1, n + 2, n + 3 tasan kaksi olisi
tasapainoisia. Jaetaan kaikki luvut, jotka ovat > N jaksoihin, joiden kaikki luvut ovat
joko tasapainoisia tai eivat ole tasapainoisia. Jatetddn ensimmaéinen jakso huomiotta;
tarkastellaan siis lukuja, jotka ovat > N’ > N. Télloin ei voi olla kahta perakkaista jaksoa,
joiden molempien pituus olisi > 2. Ei myoskaan ole mahdollista, etta perakkain olisi
kaksi jaksoa, joiden molempien pituus olisi 1. Tasta seuraa, etta joko kaikki tasapainoiset
jaksot ovat yhden pituisia ja kaikki epatasapainoiset jaksot ainakin 3:n pituisia tai kaikki
kasapainoiset jaksot ovat ainakin 3:n pituisia ja kaikki tasapainottomat jaksot 1:n pituisia.
Tarkastellaan kumpaakin mahdollisuutta.

Olkoot ensin kaikki tasapainottomat jaksot yhden pituisia. Valitaan alkuluku p niin, etta
p? > 2N’ +3. p? on tasapainoton. Siis p? —3 ja p? —1 seki p? +1 ovat tasapainoisia. Luvut
p? — 3 ja p? + 1 ovat parillisia, mutta eiviit jaollisia 4:114. Koska niill4 on parillinen masra
alkutekijoita, niiden puolikkailla on pariton maara tekijoita, joten ne ovat tasapainottomia.
Luku p? —1 on jaollinen 4:1li. Siten sen puolikkaalla on edelleen alkutekijini myds 2, joten

3 (p*>—1) on edelleen tasapainoinen. Se muodostaa siis yhden pituisen tasapainoisen jakson,
miké on vastoin oletusta.

Olkoot sitten kaikki tasapainoiset jaksot yhden pituisia. Olkoot p ja q eri suuria parittomia
alkulukuja niin, ettd (pg)? > 2N’ + 3. Silloin p?q? on tasapainoinen. Samoin kuin edelli
voidaan padtelld, etté %((pq)2 —3) ja %((pq) + 1) ovat tasapainoisia ja %((pq)2 —1) on
tasapainoton. Loytyi siis tasapainoton jakso, jonka pituus on 1, vastoin oletusta.

Oletus, etta tehtadvin mukaisia neljan positiivisen perakkaisen luvun jaksoja olisi vain
aarellinen maara, johti siis ristiriitaan, joten se ei ole totta.
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