Baltic Way 11

Greifswald, Germany

Tehtavat —Finnish version— 7-c

1. Reaaliluvut x1, ..., z9p11 toteuttavat yhtalot
/ / /
r1+ 22 =227, x2+T3=2T9, ..., T2011+ T1 = 2T9011,
missé @, o, . . ., xhyy; on jonon xq, xg, . . ., Too11 permutaatio. Todista, ettd z1 = x9 = -+ = z2011.

2. Funktio f: Z — 7Z toteuttaa kaikilla kokonaisluvuilla z ja y yht&alon
f(f(@) —y) = fly) = f(f(2))

Osoita, ettd f on rajoitettu, ts. ettd on olemassa sellainen vakio C, etti —C' < f(z) < C kaikilla

kokonaisluvuilla x.

3. Epénegatiivisten kokonaislukujen jono aj, ag, as, ... on sellainen, ettd a,y1 on luvun a)) + ap—;
viimeinen numero kaikillan > 2. Pitd4ko aina paikkansa, etté jollakin ng jono an,, ano+1, @ng+2; - - -
on jaksollinen?

4. Olkoot a, b, ¢ ja d epédnegatiivisia reaalilukuja ja a + b + ¢ + d = 4. Todista, ettd

a n b n c i d
ad+8 +8 B34+8 d3+8

4
< -
-9

5. Olkoon f: R — R funktio, joka toteuttaa ehdon
J(f@) =2 —a+1

kaikilla reaaliluvuilla z. M&&ritd f(0).

6. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, ettd niiden suorien lukumééra, jotka kulkevat origon
ja tdsmaélleen yhden toisen pisteen (z,y) kautta, missi x ja y ovat kokonaislukuja, 0 < z < n ja
0 < y < n, on vihinti#in n?/4.

7. Tarkastellaan 15-alkioista joukkoa 7' = {10a + b|a,b € Z, 1 < a < b < 6}. Olkoon S joukon T'
osajoukko, jossa kaikki kuusi numeroa 1,2,...,6 esiintyvat mutta joka ei sisélld kolmikkoa, jossa
esiintyisivét kaikki ndmé 6 numeroa. Maéritd joukon S suurin mahdollinen koko.

8. Greifswaldissa on koulut A, B ja C, joista kutakin kidy ainakin yksi oppilas. Kustakin oppilas-
kolmikosta, joista yksi kdy koulua A, toinen koulua B ja kolmas koulua C| jotkin kaksi tuntevat
toisensa ja jotkin kaksi eivét tunne toisiaan. Todista, ettd ainakin yksi seuraavista pétee:

— Jokin koulun A oppilas tuntee kaikki koulun B oppilaat.
— Jokin koulun B oppilas tuntee kaikki koulun C oppilaat.
— Jokin koulun C' oppilas tuntee kaikki koulun A oppilaat.

9. Viritetddn m x n-ruudukon ruudut mustiksi ja valkoisiksi. Vérityksen sanotaan olevan pdtevd,
jos se tayttad seuraavat ehdot:

— Kaikki reunaruudut ovat mustia.
— Mitkéa#n nelji 2 x 2-ruudukon muodostavaa ruutua eivit ole samanvérisia.

— Mitkéaén nelja 2 x 2-ruudukon muodostavaa ruutua eivét ole niin véaritetyt, ettd vain kulmit-
tain toisiaan koskettavat ruudut ovat samanvérisia.

Millda m x n-ruudukoilla, jossa m,n > 3, on olemassa péteva véritys?
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Kaksi pelaajaa pelaa seuraavaa kokonaislukupelid. Aluksi luku on 20112011 ja pelaajat siirtéivit
vuorotellen. Jokaisella siirrolla lukua voi vihentd&d kokonaisluvulla, joka on vadhintddn 1 ja kor-
keintaan 2010, tai luvun voi jakaa 2011:114 ja pyoristédé alaspéin ldhimpédn kokonaislukuun. Pe-
laaja, joka ensimmaéisené péétyy epépositiiviseen kokonaislukuun, voittaa. Kummalla pelaajista
on voittostrategia?

Olkoot AB ja CD ympyrin C kaksi halkaisijaa ja P C:n mielivaltainen piste. Olkoot R ja S
pisteesta P AB:lle ja CD:lle piirrettyjen kohtisuorien kantapisteet. Osoita, ettd janan R.S pituus
ei riipu pisteen P valinnasta.

Olkoon P sellainen nelion ABC'D sisépiste, ettd PA: PB: PC on 1:2: 3. Méaritd £ BPA.

Olkoon E kuperan nelikulmion ABCD sisépiste. Piirretdin nelikulmion ulkopuolelle kolmiot
ABF, BCG, CDH ja DAI siten, ettd ANABF ~ ADCFE, ABCG ~ NADE, ACDH ~ ABAFE
ja ADAI ~ ACBE. Olkoot P, @, R ja S pisteen E projektiot suorilla AB, BC, CD ja DA,
téssd jérjestyksessd. Todista, ettd jos PQRS on jinnenelikulmio, niin

EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=FEI-BC.

Kolmion ABC siséén piirretty ympyra sivuaa kolmion sivuja BC, C'A ja AB pisteissid D, F ja F,
téssd jarjestyksessd. Olkoon G se sisédén piirretyn ympyrén piste, jolle F'G on ympyréan halkaisija.
Suorat EG ja FD leikkaavat pisteessd H. Todista, ettd CH || AB.

Olkoon ABCD kupera nelikulmio, jossa {ADB = £BDC. Oletetaan, ettd sivun AD piste FE
toteuttaa yhtélon
AE-ED + BE*=CD - AE.

Osoita, ettia LK EBA = £DCB.

Olkoon a kokonaisluku. Mééritelldén jono g, x1, ... asettamalla zg = a, 1 = 3 ja
Tp = 20p—1 — 4xp—2 + 3,

kun n > 1. Mé#érité suurin kokonaisluku k,, jolla on olemassa sellainen alkuluku p, etté p*e jakaa
luvun x9911 — 1.

Maéarité kaikki sellaiset positiviset kokonaisluvut d, ettéd jos d jakaa kokonaisluvun n, niin d jakaa
myo0s jokaisen kokonaisluvun m, jonka numerot ovat jossain jérjestyksessd samat kuin luvun n
numerot.

Miiritd kaikki alkulukuparit (p, q), joille sekd p? + ¢2 etté ¢® + p® ovat kokonaisluvun nelisit.

Olkoon p # 3 alkuluku. Osoita, ettd on olemassa toistoton positiivisten kokonaislukujen
Z1,%2,...,Tp aritmeettinen jono, jonka jésenten tulo on kokonaisluvun kuutio.

Kokonaislukua n > 1 kutsutaan tasapainoiseksi, jos silla on parillinen méara eri alkutekijoité.
Todista, ettéd on olemassa dérettomén monta sellaista positiivista kokonaislukua n, etté tdsmélleen
kaksi luvuista n, n + 1, n + 2 ja n + 3 on tasapainoisia.



