Baltian Tie 2010. Ratkaisuja

1. Olkoon a + b+ ¢+ d = z. Silloin (z — a)?°'° = 3a ja 2 = a + (3a)'/?°1°. Mutta aivan
sama yhtalo saadaan, kun a korvataan b:11a, c:lla tai d:1la. Siis a = b = ¢ = d. Koska
siis 3a = (3a)'/2°19 on oltava 3a = 0 tai 3a = 1. Yhtéloryhmin ratkaisuja ovat nelikot

1111
0,0,0,0)a (=, =, =, = .
(77?)Ja’<373?3?3)

2. Olkoon t = tanz. Silloin
5 cos? x 1 . . 2
cos“ x = —— = 5 ja sin
cos?x +sin“x 1+t

Todistettava epayhtalo on siten

1 t3
+ > 1, kun ¢ >0
t1+2) 14+
elil+t*>t+t3eli (t—1)(t>—1) > 0. Tulon molemmat tekijit ovat kaikilla ¢ saman-
merkkisia, joten epayhtalo on tosi.

t2
=1—cos?xr = )
xr COS™ I 1—|—t2

3. Todistetaan vaite induktiolla. Jos n = 2, voidaan olettaa, ettd 1 < 7 < x5 < x1 + 1.
Silloin

T T r1+1 1
T2 T2~ <3=2.2-1.
i) I I T
Oletetaan, ettd viite on tosi, kun n = k ja ettd xq, xa, ..., Tx41 ovat tehtdvin ehdon
tayttavia lukuja. Silloin
x x x x x x x
_1_|_..._|__2_|_..._|_ k + k+1<2]€_1+ k +ﬂ__k,

T2 I3 Th+1 I Th+1 I I
ja induktioaskeleen ottamiseksi riittad, kun osoitetaan, etta

x x x x Thy1 —
koo Tkt Tk Tk Tkl T Tk g (1)

Tk+1 Z1 X1 Tk+1 X1
Jos z < xk41, (1) on selvésti voimassa. Jos zx > k11, (1) vasen puoli on pienempi
kuin
< 2.

Tk Tr+1 +1
Th41 Th+1 Tk+1

Vaite on tosi.

4. Huomataan, ettd 2010 = 30 - 67. Tehtévén yhtélostd ndhdddn, ettd P(67) = 0 ja
jos P(k-67) = 0, k < 30, niin (k - 67 — 2010)P((k + 1) - 67) = k - 67P(k - 67) = 0 eli
P((k+1)-67)=0. Siis P(z) = (z —67)(x —2-67)---(x —30-67)Q(x), missd @ on jokin
polynomi. Sijoitetaan saatu P:n lauseke tehtavan yhtéloon. Kaikilla kokonaisluvuilla z on
(r —2010)x(x — 67)(x —2-67)---(x —29-67)Q(z +67) = x(x —67)---(z —30-67)Q(x).
Siis Q(x + 67) = Q(x) kaikilla z, joten aina, kun z ei ole muotoa k- 67, 0 < k£ < 30, on
Q(x 4+ 67) = Q(x). Ainoat polynomit, joilla on tdmé& ominaisuus, ovat vakiopoplynomit
Q(x) = C. Polynomi P on siis aina muotoa
Px)=C(z—67)(x—2-67)---(z—30-67).

Kaikki nama polynomit myos toteuttavat tehtdvan ehdon.
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5. Kun funktionaaliyht&loon sijoitetaan x = 0, siita tulee 2f(0) = f(0)f(y) + yf(0). Jos
f(0) #0, f(y) = 2 — y kaikilla y. Tamé funktio toteuttaa tehtavéan ehdon. Olkoon sitten
f£(0) = 0. Kun tehtavéan yhtdloon sijoitetaan y = 0, saadaan

f(@*) = af(2). (1)

Kun tehtavan yhtalossa vaihdetaan x ja y, ja nain saadusta yhtalosta vahennetaan puolit-
tain alkuperainen yhtalo, saadaan

fW?) = f(@®) =af(y) —yf(@)+ (y—z)fz+y),

ja kun téssé otetaan huomioon (1), tullaan yhtaloén

(y—2)(f(x)+ f(y) = (y — ) fx+y)
Siis kun y # z, niin f(x) + f(y) = f(z +y). Mutta jos a # z, a # g niin f(2x) =
fl@+a)+(@—a))=fl@+ta)+ flz—a)=f(z)+ fla) + f(z —a) = f(z) + f(z), joten
fla+y)=fz)+ f(y) (2)

kaikilla x, y. Kun alkuperédiseen yht&loon sijoitetaan x = y ja otetaan huomioon (1) ja
(2), tullaan yhtiléon zf(z) = —f(x)2. Siis kun x € R, niin joko f(z) = 0 tai f(z) = —z.
Mielivaltaiselle lukuparille z, y on siis f(x) + f(y) = f(x +y) = 0 tai = —(z + y). Jos
f(z) =0 on oltava f(y) = 0. Jos f(z) = —x, on oltava f(y) = —y. Siis f(x) = 0 kaikilla
x tai f(z) = —z kaikilla z. Molemmat funktiot toteuttavat tehtdvén yhtalon.

6. Sijoitetaan ruudukko koordinaatistoon, niin ettd ruudut ovat yksikkoneliGita, joiden
keskipisteet ovat (i, j), 1 < 7, 7 < n. Nimetddn ruudut keskipisteidensd koordinaattien
mukaan. Valitaan koordinaatisto niin, ettd pddlavistajan ruudut ovat (i, 7). 1 <i < n. (El
vaihdetaan ”paaviistoriviksi” rivi alavasemmalta yldoikealle.) Silloin kullakin suoraparilla
j=1xk, k=1, 2, dots, n, olevilla ruuduilla on sama vari. Torni liikkuu pitkin vaaka- ja
pystysuoria ruuturiveja. Koska tornite eivat uhkaa toisiaan, kaikilla on eri ¢-koordinaatti.
Jos tornit ovat ruuduissa (k, f(k)), 1 < k < n, niin kaikki luvut (f(k) —k)? ovat eri lukuja;

toisaalta luvut ovat lukuja 0%, 12, ..., (n — 1)2. Siis
n n—1
—1)n(2n—1
S () -k = Y2 = nm ol 1)
k=1 i=0

Koska kaikki luvut f(k) ovat eri lukuja,

Zf( Z 9 n+1)6(2n+1). @)
k=1

Kun yhtélot (1) ja (2) vihennetddn toisistaan ja sievennetéin, saadaan

2n +9n+1
S kst = MR

On helppo tarkistaa, etta saatu luku on kokonaisluku aina ja vain, kun n on jaollinen 4:11a
tai n = 1 mod 4.
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7. Olkoon pagkaupunki P ja muut kaupungit K, K, ..., K,. Olkoon h(X, Y) = h(Y, X)
kaupunkien X ja Y valisen lennon hinta ja olkoon k kaikissa kaupungeissa kerran kayvan
kiertomatkan hinta. tarkastellaan jotakin sellaista kiertomatkaa, jossa kaydaan kaikissa
kaupungeissa K; tasan kerran, mutta ei kidydd paakaupungissa. Olkoon k' tdmén kier-
ron hinta. Jos K; ja K ovat kaksi perakkaista kaupunkia tallaisessa kieromatkassa, niin
taydentamalla kierros lennoilla K; — P — K; saadaan eras kaikki kaupungit kasittava
kierto. Siis k = k' — h(K;, K;)+h(K;, P)+h(P, K;). Viitteen todistamiseksi riittdd, kun
osoitetaan, ettd suure f(7, j) = —h(K;, K;)+h(K;, P)+h(P, K;) on sama kaikille pareille
i, 7, 1 # j. Osoitetaan ensin, ettd jos i, j, k ovat kolme eri indeksié, niin f(i, j) = f(i, k).
Téamaé on totta, jos h(K;, P)+ h(K;, P)—h(K;, K;) = h(K;, P)+ h(Ky, P)—h(K;, K)
eli h(K;, P)+h(K;, P)+h(K;, Ki) = h(K;, P)+h(Ky, P)+h(K;, K;). Mutta viimeisen
yhtélon totuus perustuu siihen, ettd matka K ;:std Kj:hon kaikkien muiden kaupunkien
kuin P:n ja K;:n kautta voidaan taydentaa kaikkien kaupunkien kautta kulkevaksi kierto-
matkaksi joko lennoin K; — P — K; — K}, tai lennoin K; — K; — P — Kj. Mutta jos
i, j, k, [ ovat nelja eri indeksié, on edellisen mukaan f(i, j) = f(i, k) = f(l, k).

8. Merkitddn joukon A alkioiden lukumé&araa | Al:lla. Olkoon S tehtdvén 30 hengen joukko.
S:11a on epéatyhjid osajoukkoja, joiden jésenet ovat kaikki saaneet hattunsa muilta kuin
joukon jéseneltd (esimerkiksi kaikki yksialkioiset osajoukot ovat téllaisia). Olkoon T jokin
téllainen osajoukko niin, ettd |7'| on maksimaalinen. Osoitetaan, ettd |T'| > 10. Olkoon
U = {x € S|z sai hatun joltain T:n jaseneltd}. Silloin |U| < |T'|. Jos S = T U U, niin
|T'| > 15. Voidaan olettaa, ettd T UU # S. Olkoon y € S\ (T'UU). Koska y ¢ U, y
ei saanut hattua keneltdkddn T':n jaseneltd. Joukon T U {y} jdsenet ovat kaikki saaneet
hattunsa joukon 7" ulkopuolelta. Mutta koska |T"U {y}| > |T'|, joku tdmén joukon jisen
on saanut hattunsa samasta joukosta. Siis y on ldhettanyt hattunsa jollekin joukon T'
jasenelle. Koska y € S\ (T'UU) on mielivaltainen, joukolla S\ (77U U) on se ominaisuus,
ettd kukaan sen jédsen ei ole saanut hattuaan joukosta T'\ (7"U U). Taméa merkitsee sité,
ettd |7\ (TUU)| < |T|. Siis |T'| > |S|—|T| —|U| > |S| —2|T| = 30 — 2|T|, misté seuraa
|T| > 10.

9. Jos A aloittaa siirrot, niin hinen vastapelaajallaan B:lla on voittostrategia. Olkoon 7
kulloinkin jaljella olevien poikkeussiirtojen lukumaara. B pyrkii sithen, ettd aina kun on
A:n siirtovuoro, kasassa on 6n + r tikkua, jos n > r tai 7n tikkua, jos n < r (Jos n = r,
niin 7n = 6n+r. Alussa tikkujen méara toteuttaa taman ehdon, koska 1000 = 6- 165+ 10.
Tarkastellaan kahta perakkéista siirtoa. Oletetaan ensin, ettd n > r. Jos A ottaa k tikkua,
1 < k <5, niin B ottaa 6 — k tikkua. Kasassa on nyt 6(n — 1) + r tikkua. Jos A ottaa
6 tikkua, B ottaa yhden tikun. Kasassa on nyt 6(n — 1) + (r — 1) tikkua, mutta koska
r on pienentynyt yhdelld, lukumaérd on edelleen B:n toivomaa tyyppia. Olkoon sitten
n < r. Jos A ottaa k tikkua, 1 < k < 6, niin B voi ottaa 7 — k tikkua. Kasassa on nyt
7(n — 1) tikkua. Esitetyssé struktuurissa B voi aina siirtdd A:n jélkeen, joten A ei voi
saada viimeista tikkua.

10. Olkoon n-kulmion osakolmioiden vérityksien pienin mustien kolmioiden maara f(n).

-3
i J . Koska

Osoitetaan, ettd pienin mahdollinen mustien kolmioiden mééra on f(n) = L
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f3) =01ja f(4) = f(5) = f(6) = 1 (kuusikulmiossa ABCDEF voidaan kolmio ACE
varittdd mustaksi ja kolmiot ABC, CDE ja EF A valkeiksi), viite patee, kun 3 < n < 6.

-3
Osoitetaan induktiolla, ettd f(n) < TLTJ kaikilla n. Tama on jo todettu oikeaksi,

kun 3 < n < 6. Olkoon n > 6. Induktio-oletuksena voidaan pitdi, ettd véite patee,
(n — 3)-kulmiolle. n-kulmio voidaan jakaa lavistajalla (n — 3)-kulmioksi ja viisikulmioksi.
(n — 3)-kulmio voidaan jakaa kolmioiksi ja varittda niin, ettd mustia kolmioita on enintdan

—6
{n 5 | Riippumatta siitd, minka vérinen kolmio liittyy 5-kulmion ja (n — 3)-kulmion

yhteiseen sivuun, 5-kulmio voidaan jakaa ja varittad niin, ettd mustia kolmioita on vain
yksi ja yhteisen lavistajan eri puolilla on erivariset kolmiot. n-kulmio tulee jaetuksi niin,

.. . . . e n— n—=6 n—3
ettd mustia kolmioita on enintdan {TJ +1= { 3 + lJ = { 3 J

Osoitetaan sitten induktiolla, etta

o= |5 0

kaikilla n. Tieddmme jo, ettd néin on, kun n = 3, 4, 5. Otetaan (1) induktio-oletukseksi ja
tarkastellaan (n+3)-kulmiota. Varitetdén siind f(n+3) kolmiota mustaksi ja tarkastellaan
néistd kolmiosta yhtd. Se erottaa monikulmiosta enintddn kolme monikulmiota; olkoot
ndmé (a + 1)-kulmio, (b + 1)-kulmio ja (¢ + 1)-kulmio. Silloin a + b+ ¢ = n + 3. Olkoon
rm jakojaannos, kun m jaetaan kolmella. Nyt

b
f(n+3>zf(a+1>+f(b+1)+f<c+1)+1zghMﬂgJH
a—rq, b—0b3 c—c n+3—1—r, 4d+r,—(ra+r,+71e)
= 1:
3 + 3 + 3 + 3 + 3
n+3—-1 d41p — (ra +1p+70)
B 3 * 3 ‘

Koska 0 < 7, 14, T, Te, niin 4 + 7, — (rg + 75 +7¢) > 4 —0— 6 = —2. Mutta koska luku
on kolmella jaollinen, se onkin > 0. Induktio on valmis.

11. Kahden ympyran radikaaliakseli on niiden pistei-
den joukko, joilla on sama potenssi molempien ympy-
roiden suhteen. Jos ympyrat leikkaavat, radikaaliak-
seli on leikkauspisteiden kautta kulkeva suora. Teh-
tavan pisteella S on selvasti sama potenssi molempien
tehtavén ympyroiden k ja k' suhteen (nelion lavistéjien
puolikkaiden tulo). S on siis ympyroiden radikaaliak-
selilla eli suoralla PQ.

12. Ensimmaisen vaitteen todistamiseksi tehdaan vastaoletus, jonka mukaan puolisuun-
nikkaan sivujen pituudet muodostavat aritmeettisen jonon, jonka erotus on d > 0. Olkoot
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AB ja C'D puolisuunnikkaan yhdensuuntaiset sivut. Voidaan olettaa, ettd AB > C'D. Ol-
koon FE sellainen AB:n piste, ettda AE = DC'. Silloin AECD on suunnikas, ja EC = AD.
Kolmiossa EBC on nyt sivu EB = 2d, ja sivujen EC ja CB pituudet ovat aritmeetti-
sen jonon ei-perakkéisid termeji. Siis |EC| — BC| = 2d = |EB|. T&maé on ristiidassa
kolmioepayhtalon kanssa, joten vastaoletus on vaara.

Jalkimmaisen vaitteen todistamiseksi riittas, etta piirretdan kolmio, jonka sivut ovat 3, 3,
ja 2, ja liitetadn 2-pituiseen sivuun suunnikas, jonka lyhempi sivu on 1 ja jonka lyhempi
sivu asettuu toisen 3-pituisen kolmion sivun jatkeelle. Syntyy puolisuunnikas, jonka sivujen
pituudet ovat jarjestyksessa 1, 2, 4 ja 3.

13. Oletetaan, ettd ABC:n ymparysympyrian keski-
piste O on kulman ZDH B puolittajalla. Osoitetaan,
ettd talloin valttamatta LCAB = 60°. Leikatkoon (

puolisuora CD ABC:n ympérysympyran myos pis-
teessa F. Kolmioissa HOFE ja HOB on yhteinen jana
HO, OF = OB ja ZOHE = ZOHB. Koska O ja A

H ovat ympyran halkaisijan ja E ja D sen kehan pis- 4

teitd, ZHFEO ja Z/HBO ovat teravia. Kolmiot HOE /

ja HOB ovat siis yhtenevia (ssk). Siis HE = HB. Ke- 4 B
hakulmina kulmat ZABE ja ZACFE ovat yhta suuret. E

Koska BH1 AC ja BA1CD, niin /ZDBH = ZACE.

BD on kolmiossa BH FE seka korkeusjana etta kulmanpuolittaja, joten kolmio on tasakyl-
kinen. Siis HB = EB. Kolmio BH E onkin siis tasasivuinen, joten ZHFEB = 60°. Mutta
kehakulmalauseen perusteella myos ZCAB = 60°

14. Olkoon Z janan XY keskipiste ja C’ pisteesta C C
sivulle AB piirretyn korkeusjanan kantapiste. Suora-
kulmaisista kolmioista AC'C' ja CC’'B saadaan Pyt-
hagoraan lauseen perusteella heti

D
AC? — AC”? = CC"? = BC? — BC"™. (1) A
A/ > 4 <\
Kun lasketaan A:n ja B:n potenssit ympyrin CDFE
suhteen saadaan AX - AY = AD-AC eli (AZ - ZX)-
(AZ+2Y)=AC - (AC - CD) eli
AZ? - ZX?* = AC? - AC - OD. (2)
Vastaavasti johdetaan
BZ? - ZX? = BC* - BC - CE. (3)

Mutta kun lasketaan pisteen C' potenssi ympyran ADEB suhteen, saadaan AC - CD =
BC - CFE. Yhtaldista (2) ja (3) seuraa nyt

AC? — AZ? = BC? — BZ2.



Téstéd ja yhtalosta (1) seuraa, ettd Z = C'.

15. Osoitetaan kolmio XM N tasakylkiseksi laske-
malla sen kantakulmat. Olkoon /BAL = ZLAC = «.
Kolmiosta ABM nahdaan, ettd a + 23° = ZLM B.
Leikatkoon suora AL kolmion ABC' ympérysympy-
ran myos pisteessi K. Koska BK = KC(C, piste K
on janan BC' keskinormaalilla samoin kuin piste X.
Siis X K puolittaa kulman Z/BXC, joten /BX(C =
/BML = /BMK. Tasta seuraa, etta MBKX on
jannenelikulmio, ja ZXMN = /XMK = /XBK =
/XBC+ /CBK =90° - /KXB+ /ZCAK = 90° —
LKMB+a =90°—23° = 67°. Toisaalta my6s (kolmio
ANC) ZCNK = a+23° = Z/ZKMB = /KXB = /ZKXC. Siis myéos XNKC on
jannenelikulmio. Siis ZXNM = /XCK = /XCB + Z/BCK = 90° — ZCXK + a =
90° — ZCNK + a = 90° — 23° = 67°. Kolmio XM N on siis tasakylkinen ja sen huippu-
kulma on ZM XN = 180° — 2. 67° = 46°.

16. Kéaytetdan hyviksi tietoa s(k) = k mod 9. Jos d(k) = 3, luvun k on oltava alkuluvun
p nelié. Olisi oltava p? = s(p?) = 3 mod 9. Mutta nelidjainnokset modulo 9 ovat 1, 4, 0,
7,7,0,4, 1,0, joten 3 eli viihdyttivi. Jos d(k) = 5, on oltava k = p* (jos k on kahden eri
alkuluvun tulo tai alkuluvun kolmas potenssi, d(k) = 4, jos k on ainakin kolmen alkuluvun
tulo, d(k) > 8). Mutta edelld esitetistd nelionjiinnoksistid niahdiin, p* ei ole 5 mod 9
ei ole mahdollinen. 5 ei ole viihdyttivi. Jos d(k) = 7, on oltava k = p°. Jotta olisi
p® = 7 mod 9, on oltava p* = 4 tai p?> = 5 mod 9. Mutta kuutiojiinnokset mod 9 ovat
1,8,0,1,8,0, 1, 8 0. Luku 7 ei ole viihdyttdva. Mutta 9 on viihdyttava: s(36) = 9 ja
luvulla 36 on yhdekssan tekijaa 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 ja 36.

17. On selvaa, etta tehtavan ehdon toteuttava n ei voi olla parillinen. Jos n on jaollinen
5:114, niin n? = (10k + 5) = 100k% + 2 - 50k + 25, joten n?:n toiseksi viimeinen numero
on 2. Muut parittomat luvut ovat muotoa n = 10k + ¢, missa t = 1 tai t = 3. Naille
n? = 100k? £ 20tk + t2 = 10 - 2k(5k £ t) + t2. Luvun viimeinen numero on ¢ = 1 tai 9, ja
toiseksi viimeinen numero on parillinen, ellei ole 2k(5k = t) = 0 eli & = 0, jolloin n? = ¢2.
Tehtavan ehdon toteuttavat luvut ovat siis vain 1 ja 3.

18. Jos p = 2, jonossa on vain yksi termi, ja vaite on tosi. Olkoon sitten alkuluku
p=2m+ 1. Koska (p— k)k=! = —kk=! = —1, niin (p — k)~1 = —k~1. Siis

m m

ik_l =D ET ) mA k)T =D R ) (p—k)Th=0.
k=1 k=1 k=1 =

k=1 k=1
Olkoon nyt m <n < p—1. Nyt

p—n—1 p—n—

n n p—1 p—1
B SIS 3 SRR SE SR SR 3
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Tehtavan jonon jasenet jarjestyluvuin m+1, m+2, ..., p— 2 esiintyvat siis jo m:n ensim-
maisen luvun joukossa. Jonon viimeinen jasen ei valttamatta ole tassa joukossa. Jonossa

on siis korkeintaan m + 1 = eri jasenta.

19. Ensimmaiset alkuluvut ja ainoat, joiden nelict ovat < 2010, ovat 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43. Naiden lukujen neliot ovat 4, 9, 25, 49, 121, 169, 289,
361, 529, 841, 961, 1369, 1681 ja 1849. Kaikki parittomat luvut ov = 1 mod 8. Koska
2010 = 2 mod 8, parittomien alkulukujen summa voi olla 2010 vain, jos lukuja on 2
tai 10. Kymmenen pieniman alkuluvun nelididen summa on suurempi kuin 961 + 841 +
529 = 2331. Kolmella jaottomien alkulukujen nelitt ovat = 1 mod 3. Koska 3|2010, 2010
voi olla kahden alkuluvun nelion summa vain, jos molemmat ovat jaollisia 3:lla. Tama
ei ole mahdollista. (Myds edellisestd nelidluettelosta voi helposti tarkistaa, ettd kahden
alkuluvun nelién summa ei voi olla 2010.) Jos nelidsummassa on mukana 22 = 4, siini
olevien parittomien alkulukujen summa on 2006 = 6 mod 8. Parittomia nelioita voi siis
olla 6. Kokeilemalla ja muutamia yksinkertaistavia tarkasteluja tekemalla voi todeta, etta
2010 on jopa neljalla eri tavalla sitsemén alkuluvun nelién summa: 2010 = 4494494169+
28945294961 =44+94+49+12141694289+1369 = 4+9+254+ 1214361+ 529+ 961 =
449+25+49+ 121 + 841 4 961.

20. Jos n = 1, vaadittua joukkoa ei selvistikaan ole. Osoitetaan, etta sellainen on kaikilla
n > 1. Maaritelladn jono (xy) asettamalla zo =n ja zpy1 = (zo+x1 + -+ 2zk)! + 1, kun
k=0, 1, .... Viitetddn, ettd joukko A = {xr|k > 1} toteuttaa tehtdvan ehdon. Ellei néin
olisi, olisi olemassa n indeksia 1 < i; < iy < ... < 4, niin, etta luvuilla z;, +z;, +---+z;
ja 4, @, - - - x4, olisi yhteinen alkutekijé p. Jollain j, 1 < j < n olisi silloin p|z;;. Jonon
() madritelmésta seuraa, ettd x = 1 mod p kaikilla £ > 4;. Tastd seuraa, ettd p on
tekijand luvussa S = x;, +---+x;,_, +n—j > 0. Koskaxg=n,S <zo+z1+ - +2; 1.
Siis p|(xzo + 21 + - +24,-1)! eli p|(z;; — 1). Ristiriita!
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