Baltian Tie 2009. Ratkaisuja

1. Jos p:n nollakohdat ovat x1, xs, ..., x,, niin

n

p(x) = H(az — x;).

i=1
Luvut 1 — x; ovat ei-negatiivisia ja luvut 2 — x; positiivisia. Jos jokin luvuista z; = 1, niin
p(1) = 0. Oletetaan, ettd z; < 1 kaikilla . Siis

n

p(1) =] =) >0.

=1
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ja aritmeettis-geometrista epayhtaloa kaksi kertaa soveltaen saadaan
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Siis p(1) < 2". Jos p(z) = (z+ 1)", p(1) = 2™.

On vieléd osoitettava, ettd kaikki arvot vélilta [0, 2"] voivat olla p(1):n arvoja. Arvoon 0
padstiin esimerkiksi, kun p(x) = (x — 1)(z — a)" !, missi @ madriytyy yhtilosti 2 —a =
371, Silloin a = 2— 371 < 2—3 = —1. Jos p(z) = (x —b)(z —a)" !, niin ehto p(2) = 3"
maarittdd a:n ja b:n valille jatkuvan yhteyden; a = a(b). Kun b kasvaa —1:std +1:een, niin
p(1) = (1 —b)(1 — a(b))™*! on jatkuva b:n funktio ja saa siis kaikki arvot vililtd [0, 27].

2. Seké tehtavan oletusepayhtalo etta vaitetty epayhtilo patevat yhtaloing, jos a; = as =

. = aioo = 99. Voidaan olettaa, ettd a; < as < ... < ajgg. Oletetaan nyt, etta
a1+ ag + -+ -+ aigo > 9900. Silloin a9 > 99 ja a1 < 99. Olkoon oletusepayhtalon vasen
puoli S ja olkoon S’ luku, joka saadaan, kun a; korvataan a; + 1:114 ja a199 a100 — 1:114.
Nyt

S -9
= (a1—20—(a1+1))(a1(a1—1) e (a1—19)+(a100—(a100—21))(aloo—l)(aloo—Z) s (a100—20)
= 21((@100(6“00 - 1) SR (CL100 — 20) - (al(al - 1) s (a1 — 19)) > 0.
Siis S < S. Luvut a; + 1, as, ..., agy, a1go — 1 toteuttavat tehtdvan ehdon ja niiden

summa on sama kuin lukujen aq, ..., ajgo summa. Prosessi voidaa siis toistaa. Tullaan
ristiriitaan, koska prosessia ei selvéstikdan voi toistaa darettoman monta kertaa.
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3. Koska (z+1)2—22— (z—1)?+ (2 —2)? = 22+1— (22 +1+4x —4) = 4, voidaan luvut
n?, (n —1)%, ... ryhmittdi suurimmasta alkaen kahdeksan ryhmiin ja varustaa kertoimin
1 ja —1 niin, ettd ryhmissé olevien lukujen summa 0. Jos 8|n, véite on siis tosi. Ellei nédin
ole, on vield osoitettava, ettd pienimmat enintddn seitsemén neliotd voidaan varsustaa
kertoimin +1 ja —1 niin etta ehto toteutuu, Jos jaljelle jadneita lukuja on enemmén kuin
4, varustetaan nelja suurinta kertoimin niin, etta summa on 4. Jos jaljelle jaa ainakin nelja
lukua, ne voidaan varustaa kertoimin niin, ettd, summa on 4. Nyt 4 — 32 +22 + 1 = 0,
4 —-22 12 =1, 4 — 1% = 3, joten kertoimet voidaan valita halutulla tavalla. Jos taas
jéljelld on eninté#in kolmen luvun neliét, niin yhtilot 32 —22-12 =4,22-12=1ja12 =1
osoittavat, ettd nama luvut voidaan varustaa kerpoimin +1 halutulla tavalla. Kertoimet
¢ on siis aina mahdollista valita tehtavassa esiteylla tavalla.

4. Koska (x1 + -+ 4+ xp—1)zn < (lz1| + -+ + |xp_1])|zn|, tehtdvin epéyhtild toteutuu
kaikilla x;, jos se toteutuu kaikilla ei-negatiivisilla x;. Epayhtalo toteutuu varmasti, jos
xn, = 0. Oletetaan siis, etta x,, > 0. Tehtavan epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

2 2
€ Tn— x LTp—
Tn In LTn Tn
kanssa. Voidaan siis tutkia epiyhtdlod o2 +---+ 22 | +1>x; + 22+ -+ +x,_1. TAmi
epayhtalo on yhtapitava epayhtalon

S SRR

=1
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| =

kanssa. Kun 2 < n < 5, epayhtalo on tosi kaikilla reaaliluvuilla z;. Kun n > 6, epayhtalon
(1) vsen puoli on pienempi kuin

1
+ —. Tehtavassa

ja vasen puoli on negatiivinen, jos esimerkiksi x1 = x9 = ... = 2,1 = ™

kysytyt n:n arvot ovat siis 2, 3, 4 ja 5.

1
5. Yhtilon 22 = fix + fo = = + 1 juuret ovat 5(—1 + /5). Olkoon ¢ jompikumpi
naista. Osoitetaan induktiolla, ettd t toteuttaa jokaisen yhtélon z"™ = f,_1x + fn_o,
n > 2. Niin on, kun n = 2. Oletetaan, ettd t* = fy_1t + fy_o jollain k& > 2. Silloin

R = 4(t7) = fro1t® + oot = foo1(E+1) + frmot = (fom1 + fe—2)t + fam1 = fut =+ fr—1.
Koska 2010 on parillinen, kiyrin y = 22°1% muoto on ”ylospiin aukeavan paraabelin”.
Suora voi leikata téallaisen kdyran enintdan kahdessa pisteessd. Tehtédvéan yhtalolla on siis

1
tasan kaksi reaalilukuratkaisua, ja ne ovat 5(—1 +/5).
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6. Olkoot yht#lon a3 —axz? —b = 0 ratkaisut ¢1, t5 ja t5. Jos jokin niistd on 0, b = 0 ja viite
on ilmeinen. Oletetaan, ettd b = 0. Vietan kaavojen perusteella b = t1tot3. Tarkastellaan
b:n alkulukuhajotelmaa. Vaitteen todistamiseksi riittdaa, kun osoitetaan, etta ne alkuluvut
p, joiden eksponentti p:n alkulukuhajotelmassa on pariton, ovat a:n tekijéitd. Olkoon p
eras tallainen luku, ja olkoon p:n eksponentti b:n alkulukuhajotelmassa pariton luku «.
Olkoot p:n eksponentit t1:n, to:n ja t3:n alkulukuhajotelmissa a; > 0, as > 0 ja agz > 0.
Silloin a1 + ag + a3 = . Voidaan olettaa, ettd oy = max{ay, as, ag}. Silloin 30 > a.
Koska t{’ = at% + titots, on t2 = aty + tot3. t; ja siis erityisesti p® on siis luvun tot3
tekija, joten ap < asg + as. Siis 2a; < « ja koska « on pariton, 2a; < «. Tarkastellan
nyt yhtilod 3 = at? + b. pm eksponentti 3 alkulukuhajotelmassa on 3a; > a, t3:n
alkulukuhajotelmassa 2a; < « ja b:n alkulukuhajotelmassa «. Koska p:n eksponentin
luvun at? alkulukuhajotelmassa on myds oltava «, p:n on oltava a:n tekiji.

7. Tehtivin oletuksista seuraa, etti p on luvun a* 4+ b* + (—(a+b))* = 2a? + 2b% + 4a3b +
6a%b? + 4ab® = 2(a* + b* + (ab)? + 2a3b + 2ab>® + 2ab?) = 2(a? + b2 + ab)? tekiji. Koska p
on pariton, se on luvun a? +ab+ b? ja siis myos luvun (a —b)(a? +ab+b?) = a3 — b3 tekiji.
Olkoon p = 6n — 1. Fermat'n pientd lausetta soveltaen saadaan a = a? == aPa?" ! =
a?4n=1) = p3(n—1) = prpr—1 = p» = p mod p. Samoin saadaan a = ¢ mod p. Mutta siis
3a=a+b+c=0modp. Koska p # 3, a =0 mod p. Samoin tietysti b ja c:kin ovat p:lla
jaollisia.

8. Jos jokin joukon luvuista olisi jaollinen alkuluvulla p, joka on > 9, niin p voisi olla
tekijana vain yhdessa joukon luvuista. Joukon lukujen alkutekijoina voi siis esiintyé vain
lukuja 2, 3, 5 tai 7. Minkddn luvun tekija ei voi olla 52 eikd 72, koska joukkoon ei voi
kuulua kuin yksi luku, joka on jaollinen nailla luvuilla. Jos joukkoon kuuluu luku, joka on
jaollinen 33:lla, siiné on tasan kaksi muuta kolmella jaollista lukua, ja kumpikaan néisté
ei ole jaolllinen 3%:1la. Joukossa on siis yksi 32:lla jaollinen ja kaksi kolmella jaollista
lukua. Joukossa voi olla viisi parillista lukua. Jos siini on kaksi 23:lla jaollista, ne ovat
ensimmiinen ja viimeinen; muista parillisista yksi on jaollinen 22:1la, mutta muut kaksio
vai 21:114. Jos joukossa on 2°:114 jaollinen luku, muista parillisista enintééin kaksi on 22:1la
jaollisia. Joukossa eo voi olla 2°:11a jaollista lukua. Kaikkiaan lukujen tulo voi olla jaollinen
211:114. Kun edelliset tarkastelut kootaan yhteen, nihdiin, ettd joukon lukujen tulo voi
olla enintaan 2 - 3% .52 .72 < 2,5-107. Mutta on ilmeisté, ettid ehdon tiyttivin joukon
pienin luku on suurempi kuin 10, ja joukon lukujen tulo siis ainakin 10°. — Tehtévissi
kysyttyja kokonaislukuja ei ole olemassa.

9. Jos n on parillinen, 2! — n? on jaollinen kahdella. Jos n on pariton, n = 2k — 1,
k> 0, niin 27Tt —n2? =228 — (2k —1)2 = (2F -2k +1)(2¥+2k —1). Kun k = 1 tai k = 2,
ensimmainen tekiji on 1 ja jalkimmaiinen tekiji 3 tai 7. Téalloin 2"+t — n? on alkuluku.
Kun k > 2, niin 2% — 2k +1 = 2(2¥~! — k) 4+ 1. Alaspéin kupera kiyrs y = 22~ ja suora
y = x eiviit voi leikata kuin kahdessa pisteessi. Siis 287! # k, kun k # 1, 2, ja luvulla
27+l _ n? on ainakin kaksi tekijas, jotka ovat > 1.

10. Osoitetaan, ettd aina, kun M on parittoman kokonaisluvun nelio, niin tehtavassa
tarjottu esitys on mahdoton. Olkoon siis M = k? ja k pariton kokonaisluku. Oletetaan,



etta jollain n on

Silloin

, ja koska /1 on rationaaliluku, on oltava n = m? jollain kokonaisluvulla. Mutta nelilu-
vulla m? d(m?) on pariton (jokaista m?:n tekijidi g, joka on < m, vastaa yksikésitteinen

m
tekijd — > m, paitsi tekijdd m). Néin ollen parillinen luku 2m olisi parittomien lukujen
q

k ja d(m?) tulo. Ristiriita osoittaa viitteen oikeaksi.

11. Piirretddn myos C:n kautta BP:n suuntainen
suora m. Leikatkoon PK /:n pisteessa X ja PL m:n
pisteessa Y. Leikatkoon viela KL £:n pisteessa (). Pei-
lataan kuvio suorassa BM. Silloin A kuvautuu pis-
teeseen C, suora PK suoraksi PL ja leikkauspiste X
leikkauspisteeksi Y. Peilaus siilyttaa kulmat, joten
IMXQ =/MYC. Mutta MX = MY, MA = MC
ja AX = CY. Kolmkiot AMX ja CMY ovat yhte-
nevid (sss). Siis LZAXM = ZMYC = ZM X Q. Kul-
man ZM X A on vieruskulmansa suuruinen, joten se on
suora kulma. Pisteestd M suoralle ¢ piirretty normaali
kulkee siis pisteen X kautta, ja vaite on todistettu.

12. Olkoon G nelikulmion ABC'D lavistéjien leikkaus-
piste. Kolmiot ABG ja CDG ovat ydenmuotoisia ja
yhdenmuotoisuussuhde on 2 : 1. Tarkastellaan kol-
miota APQ). Koska QP 1L DC ja DQ = DP, niin C' on
PQ:n keskipiste ja AC' kolmion APQ keskijana. Koska
G jakaa AC':n suhteessa 2 : 1, G on kolmion AP() kes-
kijanojen leikkauspiste. Konstruktion mukaan D on
kolmion AP(Q) ympéarysympyran keskipiste. Suora DG
on siis kolmion AP(Q Eulerin suora. Eulerin suoralla
on myo6s kolmion ortokeskus, ja keskijanojen leikkaus-
piste jakaa ortokeskuksen ja ympéarysympyran keski-
pisteen vélisen janan suhteessa 2 : 1. Mutta B on
Eulerin suoralla ja G jakaa janan BD suhteessa 2 : 1.
B on siis kolmion APB ortokeskus. QB on kolmion
korkeussuora, ja QB _LAP.

™\
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13. Sovelletaan Cevan lauseen trigonometrista ver-

siota ensin kolmioithin AFE, BDF ja CED ja sitten A
kolmioon ABC'. Tarkastellaan ensin kolmiota AFFE.

Jannenelikulmiosta AFHE saadaan heti /FEA = F

/FHA; koska HA1BC ja HF1BA, /FHA = E
/ABC = (. Vastaavasti JAFE = /BCA = #.

Mainitusta jannenelikulmiosta ndhdaan myos, etta

/HFE = /ZHAFE = 90° — v ja vastaavasti ZHEF = B

90° — B. Koska I; on kolmion HEF sisakeskipiste, ¢

1 1
LEFI; =45° — 37 ja ZFEI} = 45° — §B. Nyt

1 1 1
LAFI; = v+445° — 37 = 45° + 37 ja ZAEI, = 45° + 56. Janat Al1, FI; ja FI; kulkevat

saman pisteen kautta, joten Cevan lauseen trigonometrinen versio sovellettuna kolmioon

AFFE antaa
in | 45° 1 in | 45° + L I}
sin /ZBAI, 27) "W 2”)
- i . —

Kolmiosta BDF' seka pisteesta I> ja kolmiosta C'ED ja pisteesta I3 saadaan analogiset
yhtalot. Kun ne kerrotaan keskenaan, saadaan

sin /BAI; sinZCBI, sin/ZACI3

sin /I, AC ' sinZIb,BA ' sin /IsCB

Kun nyt sovelletaan Cevan lauseen trigonometrista versiota kolmioon ABC, saadaan ha-
luttu tulos: suorat Aly, Bly ja Cl3 leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

14. Tallaiset kolmiot voidaan muodostaa kaikilla n.

Olkoon t = 1 180°. Konstruoidaan kolmio
n

A; niin, ettd sen kulmat ovat ¢, it ja (2n — i)t, i =

1,2, ..., n. Mitkdan kaksi kolmiota A; ja A; eivit

ole yhdenmuotoisia, koska niiden suurimmat kulmat

ovat eri suuria. Osoitetaan sitten, ettd jokaisella k,

1 < k < n, sellainen kolmio PQR, jossa ZRPQ =t,

ZPQR = (2n — k)t ja ZQRP = kt, voidaan jakaa n:ksi kolmioksi, joista kukin on
yvhdenmuotoinen yhden kolmion A; kanssa. Tata varten valitaan ensin janalta PR
pisteet Xog = P, Xy, ..., X, niin, ettd ZX;QX;y; = t. Silloin jokainen kulma
QX;X;+1=(j+1)t, joten n — k kolmiota X;_1QX; ovat yhdenmuotoisia kukin kolmion
A;j kanssa. Kolmiossa QRX,_; on ZRX,,_;Q = (n—k+1)t. Valitaan nyt janalta X,,_,Q
pisteet Yo = X,,_p, Y1, ..., ¥ = @ niin, ettd ZY;RY;; = t. Samoin kuin edella saadaan
ZRY;_1Y; = (n— k+ j)t. Kolmiot RY;_1Y; ovat siis yhdenmuotoisia kolmioiden A, ;4 ;
kanssa, 7 =1, ..., k. Kuvassa tilanne, kun n =7 ja k = 3.



15. Olkoon T3, ¢ = 1, 2, ..., m, nelikulmion @); ala. Silloin Ty + 15 + ---+ T, = 1. Jos
nelikulmion @); sivut ovat a;, b;, ¢; ja d; ja sivujen a;, b; véilinen kulma «; seka sivujen ¢;, d;
valinen kulma ~;, niin 47; = 2a;b; sin o; + 2¢;d; siny; < 2a;b; + 2¢;d; < a? + bf + c? + d?.
Viite seuraa.

16. Jos hoipertelussa on a kappaletta askelia (1, 1), b kappaletta askelia (1, —1) ja ¢
kappaletta askelia (—1, 1), niin z-akselin suuntan otettujen askelien mééra on a+b—c = 2n
ja y-akselin suuntaan otettujen askelien maara on a — b+ ¢ = 0. Naista ratkaistaan a = n.
Olkoot nyt (z;, y;), i = 1, 2, ..., n ne pisteet, joihin n (1, 1)-muotoista askelta paattyvét.
Koska askeleet (1, —1) ja (—1, 1) tapahtuvat suorien x +y = k suuntaisesti, jokainen piste
(z;, y;) on suoralla = + y = 2i. Pisteet (z;, y;) madrittadvit hoipertelun yksikésitteisesti:
pisteen (x;, ;) ja (zi+1, yit1) vélissd voi olla vain tarvittava méaard askelia (1, —1) tai
(=1, 1) pitkin suoraa = + y = 2i. Piste ei voi olla (2n, 0) eikd (0, 2n) (koska askel t&ll6in
alkaisi muualta kuin tason ensimmaéisesté neljainneksestd). Suoralla x4y = 2i on siis 27 —1
mahdollista pistettd (z;, y;) ja hoiperteluja voi olla enintdén 1-3---(2n — 1) kappaletta.
Jokaiseen jonoon (1, y1), (2, y2), ..., (Tn, yn) voidaan liittdd hoipertelu. Tehtéavissi
kysytty lukumé&éra on siis 1-3---(2n — 1).

17. Voidaan 16ytaa ainakin 8 tehtavan ehdon tayttavad lukua. On olemassa 8 erilaista
kolmikkoa (a, b, ¢), missé a, b, c = +1. Jokaista kolmikkoa kohden 16ytyy kokonaisluku k,
jolle k =amod 7, k = bmod 11 ja k = ¢ mod 13. Jos ki ja ko ovat kaksi naista luvuista,
niin k1 + k2 on = 0 modulo 7, 11 tai 13.

Olkoon sitten S lukujoukko, jossa on n > 8 tehtdvan ehdon mukaista lukua. Olkoon S7 =
{reS|IyesS:7(xt+y)}. Miiritellaan vastaavasti S1;1 ja Si3. Selvésti S = S7US11US3.

Tarkastellaan joukkoa S7. Jos siiné olisi parillinen maéra eri lukuja z1, x2, ..., 22y niin,
ettd modulo 7 olisi 1 + T2 = 2o + 23 = ... = Top + Tops1 = Topy1 + 1 = 0, olisi
Tl = —Tyg =...= Topy1 = —x1. Talloin 2z olisi jaollinen 7:11a ja siis z; olisi jaollinen

7:11a, vastoin oletusta. Osoitetaan, ettd S voidaan jakaa kahdeksi sellaiseksi osajoukoksi
S7 ja S7, ettd jos x ja y kuuluvat samaan osajoukkoon, niin = + y ei ole jaollinen 7:114.
Jos S7 = (), mikd tahansa S:n ositus kelpaa. Muussa tapauksessa olkoon z; jokin S7:n
luku. Olkoon se joukossa S7. Sijoitetaan kaikki ne luvut y, joille 7|(xz1 + y) joukkoon
S7. Jos y on jokin edellisistd luvuista, sijoitetaan kaikki luvut z, joille 7|(y + z) joukkoon
SZ jne. Jos jokin luku olisi sekéd S’:ssa ettd S7:ssa, syntyisi aikaisemmin mahdottomaksi
osoitettu paritonterminen jono. Jos kaikki S7:n alkiot eivét ole tulleet kasitellyiksi, valitaan
lopuista jokin, x5 ja sijoitetaan se jompaankumpaan joukoista S%, S7 ja jatketaan kuten
edelld. Lopuksi sijoitetaan kaikki ne luvut z, joille kaikki luvut x +y, y € S ovat jaottomia
7:114 joukkoon S%. Konstruktion mukaan on selvii, ettd mink&én kahden S% luvun summa
ei ole jaollinen 7:114 eikd minkddn kahden S7 luvun summa ole jaollinen 7:114. Samalla
tavalla voidaan joukko S osittaa joukoiksi osittaa osajoukoiksi S, ja S7; sekd S5 ja S75.
Koska S:ssa on ainakin 9 alkiota, jotkin kaksi niistd kuuluvat yhta aikaa samaan joukkoon
kaikissa kolmessa osituksessa. Naiden lukujen summa ei ole jaollinen 7:11a, 11:11a eika
13:1la. Ristiriita osoittaa, etta suurin tehtavassa kysytty n voi olla enintaan 8.

18. Osoitetaan, ettd pienin m on 3 kaikilla n. Jos m = 1, kaikkien kaupunkien tar-
keysindeksi on sama, n — 1. Siis m > 2. Oletetaan, ettd m = 2. Silloin mahdollisia
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tarkeysindekseja ovat n —1, n, n+1, ..., 2(n—1). N&itd on n kappaletta, joten jos kaikki
tarkeysindeksit ovat eri suuria, jokainen jonon luku on jonkin kaupungin tarkeysindeksi.
Mutta silloin jostakin kaupungista lahteviin kaikkiin teihin liittyy luku 1 ja jostakin kau-
pungista lahteviin teihin luku 2. Koska nitd kaupunkeja yhdistaa tie, syntyy ristiriita.
Olkoon sitten m = 3. Oletetaan, ettd kaupunkeja on pariton méaara, n = 2k — 1. Nume-
roidaan kaupungit 1:sta 2k:hon. Liitetaan kaikkiin kaupungista 1 lahteviin teihin luku 1.
Liitetaan sitten kaupungista 2 kaupunkiin 2k — 1 johtavaan tiehen luku 2 ja luku 1 kaikkiin
muihin kaupungista 2 lahteviin teihin luku 1. Kaupungista 3 ldhteviin teihin liitetdan luku
1, paitsi kaupunkeihin 2k —2 ja 2k — 3 vieviin. Jatketaan néin, kunnes tullaan k:nteen kau-

punkiin. Sen kaupunkeihin £+ 1, ..., 2k — 1 liittavat tiet saavat luvun 2. Nyt kaupunkien
1, 2, ..., k tarkeysindeksit ovat 2k — 2, 2k — 1, ..., 3k — 3. Jo tehdyt numeroinnit ovat
kerryttaneet kaupungeille £ + 1, ..., 2k — 1 tarkeysindeksia keskenaan eri suuret maarat
k+1,k+2,..., 2k —1. Liitetdan nyt jokaiseen kaupunkeja £+ 1, ..., 2k — 1 yhdistavaan

tiehen numero 3. Silloin kaikkien kaupunkien tarkeysindeksi on eri suuri. — Jos kaupunkien
maara on parillinen, numerointi voidaan tehda analogisella tavalla.

19. Osoitetaan, etta ehdot voivat toteutua. Koska jo-

kainen juhlija tuntee kolme muuta, tuttavuussuhteita D p 1
1

on kaikkiaan 3 8 -3 = 12. Olkoon A yksi juhlijoista.

Han tuntee juhlijat B, C' ja D. Tehtavan ensimmaisen Yel

ehdon vuoksi ketkédn kaksi joukon {B, C, D} jasenta A
eivat tunne toisiaan. Jokaisen heisté on siis tunnettava

kaksi lopuista juhlijoista E, F, G ja H. Viimemaini- ' I
tuissa on oltava kaksi sellaista, jotka tuntevat kaksi

joukon {B, C, D} jasenti, ja kaksi sellaista, jotka tun- B

tevat yhden. Nyt on kaytetty 9 tuttavuussuhdetta. "B

Loppujen kolmen on vallittava joukon {E, F, G, H}

jasenten kesken. Jos yksi tdmén joukon jéasenistd, esimerkiksi E, tuntisi kaikki muut,
niin nelikko A, F, G, H ei toteuttaisi jalkimmaista ehtoa. Ainoa mahdollisuus on, etta
joukossa {E, F, G, H} kolme tuntemisrelaatiota jarjestavéat joukon lineaarisesti. Voidaan
olettaa, ettd F tuntee F:n, F' G:n ja G H:n. Jos E tuntee B:n ja C'n ja jos F' on sellainen
johlija, joka tuntee vain yhden joukon {B, C, D} jédsenen, niin tdmén jasenen on oltava
D. Nyt G ei voi tuntea D:té, joten G tuntee esimerkiksi B:n. Silloin C' ja D voivat olla
H:n tuttavia. Suoritettu konstruktio tayttaa tehtdvan ensimmaisen ehdon. Jalkimmaéisen
ehdon toteutumisen tarkistamiseksi riittaa, etta jokaisen juhlijan X kohdalla tarkastetaan
niita neljaa juhlijaa, jotka eivat tunne X:44. Naiden joukossa on aina kaksi paria tuttuja,
ja pareista yksi tulee sellaiseen nelikkoon, jossa on X ja kolme X:4a tuntematonta.

20. Seuraava kaavio osoittaa, etté jarjestely on mahdollinen. Sairaalat on numeroitu 1:sta
16:een ja samalla rivilla olevat paivystavat yhta aikaa.
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