Baltian Tie 2007. Ratkaisuja

1. Tehtdvén summa S,, on suurin, kun P, = {1, 2}, P, = {3, 4} jne.: jos pareissa olisi
{1, k}, k> 2 ja {2, m}, m > 2, olisi
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joten suuurimmassa summassa yhden parin on oltava {1, 2}; samoin ndhd&én, ettd suu-
rimmassa summassa on pari {3, 4} jne. Siis
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2. Olkoon (a,) tehtivin mukainen eksakti lukujono. Silloin a3, = a3, o + G4n_2a2 =
a3, . Koska ay = 0, saadaan induktiolla, etti as, = 0 kaikilla n > 0. Osoitetaan, etti
Aons1 = (—1)"; talldin as007 = a2.1003+1 = —1. Selviisti —1 = a3 — a? = aza; = a3. Koska
0= a%n — a% = A2p4102n—1, ON A2p4102,—1 = —1. Jonon perakkéaiset paritonindeksiset
termit ovat siten vuorotellen +1 ja —1. On vield todistettava, ettd jono (a, ), jossa as, = 0
jaa, =1, kun n =1 mod 4, a, = —1, kun n = —1 mod 4 todella on eksakti. Jos m ja n
ovat molemmat parillisia tai molemmat parittomia, niin a2 — a2, = 0jam —n jam+n
ovat molemmat parillisia, joten myos a,,+n@m—n = 0. Jos n on pariton ja m parillinen,
niin a2 —a?, =1 ja toisaalta n —m = n+m mod 4. Silloin n —m ja n+m ovat parittomia
ja Gp—m ja apym ovat samanmerkkisia, joten apqpmap—p = 1. Jos viimein n on parillinen
ja m pariton, niin (n +m) — (n —m) = 2 mod 4; luvuista a4, ja ap—_.m, toinen on +1 ja
toinen —1. Siis a2 — a2, = —1 ja apim@n_m = —1. Miiritelty jono toteuttaa siis kaikilla

indeksien yhdistelmilla eksaktisuusehdon.

3. Olkoon P(z) = G(x)— F(x). Silloin P(z) > 0 kaikilla  ja P:n aste on < 2n+1. Lisdksi
P(x) =0, kun = = z1, 2, ..., x,. Koska P(z) > 0, sen jokaisen nollakohdan kertaluku
on parillinen. Kun taméa yhdistetdan tietoon P:n asteesta ja nollakohtien lukumé&arasta,
nahdaan, etta

P(z) = G(z) = F(z) = a(z — 21)*(x — 22)* - (x — 2)*,
missd a on ei-negatiivinen vakio. Aivan samoin paitelladn, etta

H(z) — F(z) =b(x — x1)%(x — 22)? - (. — )2,

missé b on ei-negatiivinen vakio. Mutta F(z) + H(z) — 2G(x) = H(z) — F(x) + 2(F(z) —
G(z)) = (b—2a)(z — x1)*(x — 22)% - (z — z,)?. Kun tihin sijoitetaan z = ¢, saadaan
b—2a =0. Siis F(z) + H(x) — 2G(x) = 0 kaikilla z, ja viite on todistettu.



4. Todistettavan epayhtalon vasemman puolen tekijat voidaan kirjoittaa nain:

28+n=(ar+azx+---+ap) t(aa+az+---+ap+a)+1+1+---+1,
25 +ajas + asas + - - -+ anaq
=(aa+az+---+an+a)+(ar+ax+---+an) +araz + azaz + - - -+ aar.

Tarkastellaan 3n-vektoreita
= (a1, \az, ..., \/an, \Jaz, \/as, ..., \/an, a1, 1, ..., 1)
ja

Aikaisemman perusteella nihdiin, ettd |v|? = 25+n ja |w|? = 2S+ajas+azaz+- - -+a,a;.
Lisaksi skalaaritulo

v-w =3 Z Vi1
i=1
(kun a,,+1 = ay). Cauchyn—Schwarzin epayhtélo perusteella
(v-w)? < |v[*|w|*.
Tama on yhtapitavaa vaitteen kanssa.

5. Sijoitetaan ensimméiseen yhtaloon y = 1. Saadaan f(z) = f(z)f(—1) — f(x) + f(1) eh
(2—f(—=1))f(z) = f(1). Koska f ei ole vakiofunktio, on oltava f(—1) = 2 ja f(1) =
Sijoiteaan nyt ensimméiseen yhtdléon x = —t ja y = —1. Saadaan f(t) = f(—t)f(1 )

f(=t)+ f(=1) = —f(=t) +2. Siis f({) =1 = —(f(=t) —1). Jos funktio g, g(x) = f(x) -1

on siis pariton funktio. Kun ensimmainen yhtalo kirjoitetaan funktion g avulla, saadaan

g(wy) =1— fley) =1—((L—g(x)(1—-g(-y)) — (1 —g(x)) + (1 —g(v))) = —g(x)g(—y) +
9(—y) + 9(y) = g(x)g(y). Tehtavén jalkimmaéisen yhtéalon perusteella saadaan

1—g(1—g(x) = f(f(z)) = 11 =1 _;(1) - — I g(i'()le'
(3) R
Siis 1
9(1 —g(z)) = T—g(x)

Koska funktio f saa kaikki reaaliarvot paitsi arvoa 1, g saa kaikki reaaliarvot paitsi arvoa 0.

1 1
Jos y # 1, niin jollain x on y = 1 —g(x) ja g(y) = J Silloin my6s f(x) =1—g(x) =1— e

1
Helposti ndhdéén, ettd f(x) = 1 — — toteuttaa tehtdvan yhtalot.
x



6. Osoitetaan ensin, etta jos luvut 1, 2, ..., n on kirjoitettu muuhun kuin aidosti nouse-
vaan jarjestykseen ai, as, ..., ay, niin joillain 1 < ¢ < 7 < n on a; = a; + 1. Taman
todistamiseksi tarkastellaan pienintd indeksia i, jolle a; # i. Silloin a; = k > ¢. Jos nyt
k—1 = a;, niin a; > i. Kaikilla j' <ionaj = j" <i. Siis j > i. i ja j kelpaavat vaitetyksi
indeksipariksi. Nyt Freddy valitsee ensimmaéiseksi listaltaan téllaisen parin (4, j). Lukujen
7 ja j vaihtaminen keskendian ei muuta muiden lukujen keskinaista suuruusjarjestysta. Se
ei myoskaan muuta i:nnen ja j:mnen luvun suuruusjarjestystd muihin lukuihin nahden,
koska verrattuna mihinkd tahansa muuhun listan lukuun a; ja a; ovat joko molemmat
pienempié tai molemmat suurempia. Kun Freddy on poistanut parin (i, j) listaltaan, ti-
lanne on muiden lukujen suhteen sailynyt ennallaan, ja Freddy voi toistaa prosessin. Kun
Freddy on kaynyt listansa kokonaan lapi ja poistanut kaikki silla olleet parit, luvut ovat
suuruusjarjestyksessa.

7. Jos tasasivuisen kolmion sivun pituus on n, se voidaan jakaa sivujen suuntai-
silla suorilla n?:ksi tasasivuiseksi kolmioksi, joiden sivun pituus on 1. Koska viri-
tyksessa on 6 pikkukolmiota, valttamaton ehto tehtavissd vaaditun jaon onnistumi-
selle on, ettd n? on jaollinen 6:lla. Talldin myds luvun n on oltava kuudella jaolli-
nen. Jos pikkukolmiot varitetaan ”Sakkilaudan tapaan”, niin etta kolmiot ovat val-
koisia ja mustia, ja kolmiot, joilla on yhteinen sivu, ovat erivarisia, niin virityksessa
on joko 2 tai 4 mustaa pikkukolmiota. Jos iso kolmio véaritetdan niin, ettd ne pik-
kukolmiot, joiden yksi sivu on osa ison kolmion reunaa, niin mustia kolmioita on

n(n+1)

n+n—1)+--+2+1= 5

kappaletta. Jos n on jaollinen kuudella, mutta ei
12:1la, siis jos n = 12k + 6, niin mustia pikkukolmioita
on (6k 4+ 3)(12k 4+ 7) kappaletta, eli pariton maara.
Valttaméaton ehto jaon onnistumiselle on siis 12|n.
Tama on myos riittava ehto. Jos 12|n, n-sivuinen kol-
mio voidaan jakaa tasasivuisiksi kolmioiksi, joiden sivu
on 12, ja tallainen voidaan aina jakaa virityksiin, kuten
oheinen kuva osoittaa.

8. Liitetddn jokaiseen joukon {1, 2, ..., n} viisialkioiseen osajoukkoon ilmeiselld tavalla
jono ai, as, ..., a,, jonka viisi jasenta on ykkosia ja muut nollia. Eristamattomia viisial-
kioisia osajoukkoja tulevat vastamaan sellaiset jonot, joissa kaksi ykkosta on perakkéin ja
loput kolme ykkosta ovat perakkain. Tallaisten jonojen lukuméara on sama, kuin sellais-
ten jonojen by, bo, ..., b,_3, missa yksi b; on kaksi ja yksi b; on kolme, ja muut alkiot ovat
nollia. Téllaisten jonojen lukumééara on (n — 3)(n —4). Mutta ne jonot, joissa beridkkaiset
b; ja b; ovat 2 ja 3 tai 3 ja 2 liittyvat samaan eristamattomaan osajoukkoon. Tallaiset jonot
on siis laskettu kahdesti. Naita jonoja on n — 4 kappaletta. Eristamattomia osajoukkoja
on siis (n — 3)(n —4) — (n — 4) = (n — 4)? kappaletta.

9. Olkoon a jokin yhteison jasen ja olkoon A a:n ehdokkaiden muodostama hallitus. Jos
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A:han kuuluu ainakin yksi jokaisen yhteison jasenen halitusehdokkaista, kaikki ovat tyy-
tyvaisia. Elleivat kaikki ole tyytyvaisia, on olemassa yhteison jasen b, jonka hallituskandi-
daattien joukon B ja joukon A leikkaus on tyhji. Jaetaan nyt A = A; U Ay, B = B1U B>,
missd Ay, Ao, By ja By ovat kaikki viidestd henkilostd muodostuvia. Silloin ainakin yksi
joukoista Cl = Al U Bl, 02 = A2 U Bl, 03 = Al U B2, 04 = A2 U B2 tyydyttéiéi kaikkia
yhteison jasenia. Ellei nain ole, on olemassa yhteison jasenet 1, xo, x3, x4, niin etta x;
ei ole tyytyvainen C;:hin, ¢ = 1, 2, 3, 4. Nyt ei ole sellaista kahdesta jasenesta koostuvaa
hallitusta, johon kaikki kuusi jésentd a, b, x1, x2, x3, x4 olisivat tyytyvaisid. Jos {z, y}
olisi téllainen, niin {x, y} sisdltyisi tasan yhteen joukoista C;, mutta koska C; ei tyydyté
x;:ta, kumpikaan x:sté ja y:sta ei kuulu C;:hin. Ristiriita, siis jokin joukoista C; on kaikkia
yhteison jsenia tyydyttava hallitus.

10. Osoitetaan, etta tehtavassa esitetty menettely ei ole mahdollinen. Todetaan ansin,
ettd laudalla, jossa on tasan 16 mustaa ruutua, on aina ainakin yksi 2 x 2-nelio, jonka
ruuduista tasan yksi on musta. Koska ruudukossa on 18 rivia, ainakin jotkin rivit ovat
kokonaan alkoisia. Jokin kokonaan valkoinen rivi on jonki ei kokonaan valkoisen rivin vie-
ressa. Téssa ei-valkoisessa rivissd on enintdan 16 mustaa ruutua, joten siind on valkoisiakin
ruutuja. Yhdestd mustasta ja sen viereisesta valkoisesta ja viereisen kokonaan valkoisen ri-
vin kahdesta ruudusta syntyy 2 x 2-nelio, jossa on tasan yksi musta ruutu. Mutta jokainen
operaatio, jossa jonkin rivin tai sarakeen kaikkien ruutujen vari muutetaan painvastaiseksi,
sailyttaa taman 2 x 2-nelion mustien ruutujen lukumaéran parillisuuden tai parittomuu-
den. Koska alkuaan neliéssd on parillinen mééara (0) mustia ruutuja, siind ei koskaan voi
olla tasan yhtd mustaa ruutua.

11. Piste @ puolittaa kolmion ABC ympérysympy-
ran kaaren B(C'. Téasta seuraa, ettd AQ on kul-
man /BAC puolittaja. Koska QR1LAC ka RS1AB,
kulman ZQRS puolittaja on kohtisuorassa kulman
/BAC puolittajaa vastaan. Kolmio RSQ on tasa-
kylkinen, joten kulman ZQ RS puolittaja on kohtisuo-
rassa kantaa S() vastaan. Mutta tasta seuraa, etta SQ
on kulman Z/BAC' puolittajan suuntainen. Koska @
on talla puolittajalla, SQ) on mydés, ja erityisesti S on
/BAC:n puolittajan piste. Taydennetdan nyt PQR
suunnikkaaksi PQRT. Nyt piste T' puolittaa ABC'n
ymparysympyran kaaren C'A, joten BT on kulman
/ABC puolittaja. Kulman ZSRT kyljet ovat kohtisuorassa kulman /ABC kylkia vastaan
ja kulman ZSRT puolittaja on kohtisuorassa ST:ta vastaan. Samoin kuin edelld, nahd&an
ettd S on kulman ZABC puolittajalla. S on siis kolmion ABC' kulmanpuolittajien leik-
kauspiste eli kolmion sisdympyran keskipiste.




12. Tarkastellaan kolmioita M CA ja MY X. Koska
MBY X ja M BC A ovat jannenelikulmioita ja /M BY =
ZMBC, niin ZMAC = ZMXY. Koska MY 1 BC
ja MX1AB, ZXMY = ZABC = ZAMC. Kol-
miot MCA ja MY X ovat yhdenmuotoisia (kk). MK
ja M N ovat niiden kolmioiden keskijanoja, joten
/NMY = /ZKMC. Siis ZYMC = /ZNMK. Liséksi
keskijanojen suhde M N : M K on sama kuin vastin-
sivujen suhde MY : MC. Mutta téstd seuraa, ettd
kolmiot MNK ja MYC ovat yhdenmuotoisia (sks).
Koska ZMY C on suora, myos ZM N K on suora.

13. Jos suorat ovat kaikki yhdensuuntaisia, niin tehtdvin mukainen murtoviiva on
helppo muodostaa mihin tahansa sellaiseen tasoon, joka on kohtisuorassa jokaista suo-
raa tq, ta, ..., tp vastaan. Ellei néin ole, niin olkoon suorien ¢; ja t;11 (t1 = tr41) vé-
linen terdvad tai suora kulma «; (i = 1, 2, ..., k). Kaikki kulmat eivét ole = 0, joten
0 < cosagcosag---cosag < 1. Olkoon Pji; pisteen Py kohtisuora projektio suoralla ¢;.
On osoitettava, ettd P, voidaan valita niin, ettd Pry; = P;. Annetaan pisteen P; liik-
kua pitkin suoraa t; nopeudella v. Silloin P, liikkuu pitkin suoraa to nopeudella v cos aq,
P35 pitkin suoraa t3 nopeudella v cos a; cos oo ja viimein Pjq pitkin suoraa t; nopeudella
vV COS (v1 COS (g - - - cos . Koska pisteet Py ja Pryq liikkuvat pitkin samaa suoraa eri no-
peudella, ne kohtaavat toisensa jonain hetkena.

14. Olkoon M janan BD keskipiste ja G suorien
EF ja DC leikkauspiste. Koska BE|DC, kolmioi-
den EBM ja GDM vastinkulmat ovat yhta suuria.
Koska M D = M B, kolmiot ovat yhtenevid (ksk tai
kks). Siis EB = DG, ja EBGD on suorakaide. Koska
siis ZBGC' on suora, nelikulmio BCGF on jannene-
likulmio. Nelikulmiossa AEBF on myo6s kaksi suoraa
kulmaa, joten sekin on jannenelikulmio. Kehdkulma-
lauseen ja ristikulmien yhtédsuuruuden perusteella
/CBG = /CFG = ZAFE = ZABE. Koska ZEBG on suora, on myts ZABC =
/EBG — ZABFE + ZCBG suora. Koska ZC'DA on suora, ABCD on jannenelikulmio.




15. Sivutkoon kolmion ABC' sisdympyra sivua AB
pisteessi G ja sivua BC' pisteessda F. Olkoon toi-
nen tehtavan ympyra I'; piste, jossa I' sivuaa suoraa
BC olkoon E. Olkoon viela DC' = x ja AD = y.
Silloin AG = y, FC = z, FE = AG = vy ja
CE = y — x. Lasketaan pisteen C' potenssi ympy-
rdn I suhteen sekantin CDA ja tangentin CE avulla.
Saadaan z(x+y) = (y—x)?, josta 3zy = y? ja 3z = 3.
Kysytty suhde on siis 3.

16. Murtoluvut a ja b voidaan tehda samannimisiksi: a = —, b = —; k voidaan valita

niin, ettd lukujen m, n ja k suurin yhteinen tekija on 1. Oletuksen mukaan

m—l—n_m2+n2
ko K2 7

S =

eli
(m+n)k =m? +n? (1)

Jos nyt jokin alkuluku on £:n ja m:n tekija, se on myos n:n tekija ja jos jokin alkuluku on k:n
ja m:n tekija, se on mydsn m:n tekiji. Koska s.y.t.(k, m, n) = 1, on oltava s.y.t.(k, m) =
s.y.t.(k, n) = 1. Jos s kirjoitetaan supisteussa muodossa olevaksi murtoluvuksi, niin tdmén
murtoluvun nimittaja on k:n tekija. Vaitteen todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan, etta
2 ja 3 eivit voi olla k:n tekijoitd. Jos 3|k, niin m ja n ovat jaottomia kolmella. Silloin
m? =n? =1 mod 3. Yhtélén (1) vasen puoli on kolmella jaollinen ja oikea puoli kolmella
jaoton. Jos 2|k, niin m ja n ovat parittomia. Silloin m+n on parillinen ja yhté&lon (1) vasen
puoli on jaollinen neljilli. Mutta m? +n? = 1+ 1 = 2 mod 4. Oletus, etti s.y.t.(k, 6) > 1
johti siis ristiriitaan ja oli vaara.

17. Olkoon x = dz’, y = dy’ ja z = dz’. Silloin

z+1 i y+1 n z+1 d2x’z'(dm' +1)+ d2y’x’(dy’ +1)+ d2y’z’(dz’ 1)
Yy z T N d3x/y12/
d3(aj’2z’ —|—a:’y’2 +y/Z/2) +d2(a:lz’ —l—x’y’—l—y’z’)
d3x/y/Z/

n —=

Koska n on kokonaisluku, d® on osoittajan tekiji, joten d on luvun

Tz + 2y + Yz

LL’,Z,+$/y,+y’Z’ — d2

tekija. Siis d®> < xy + yz + 2y, eli viite on tosi.
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18. Oletetaan, ettd kokonaisluvut z, y, z, t toteuttavat yhtalon z2 + y? — 322 — 3t2 = 0;
luvut voidaan vield valita niin, ettd z, y, 2z, ¢ nelikko minimoi suureen z2 + y? + 22 + 2
kaikkien yht#lon toteuttavien nelikkojen joukossa. Silloin z? + y? on kolmella jaollinen;
koska neliot ovat joko = 0 tai = 1 mod 3, lukujen z ja y on molempien oltava kolmella
jaollisia: x = 32/, y = 3y’. Mutta silloin 3(22 +t2) on jaollinen 9:114 ja 22 +t2 on jaollinen
kolmella. Mutta tama on mahdollista vain, jos z ja t ovat molemmat jaollisia kolmella:
z = 32/, t = 3t'. Mutta nyt 2'? + 3’2 — 322 — 3t’> = 0, mikd on mahdollista vain, jos
22 42 4+ 22 +12 = 2% + 9?2 + 2?2 + "2 = 0. Vastaus tehtivin kysymykseen on siis "ei”.

19. Oletetaan, etta kieroutuneita lukuja on aarettoméan paljon. Silloin on olemassa kie-
routunut luku, jossa on ainakin 10k + 1 numeroa. Olkoot c1, ca, ..., ¢1p4+1 tdmén luvun

perikkaisid numeroita. Silloin k-numeroiset luvut

a=c110F1 4+ ¢3105 72 + ... 4 10¢,_1 + Ck
b= 1071 310" 72 4+ - 4 10ck + Cpy1,

ovat r:1li jaollisia samoin kuin erotus 10a — b = ¢;10% — ¢x_;. Jos merkitdin d; = cpiy1,

i =0,1,..., 10, niin voidaan péitelli samoin kuin edelld, ettd luvut 10¥d; — d; 4, ovat
jaollsia r:1la, kun¢ =0, 1, ..., 9. Koska dy, dy, ..., dip on 11:n numeron jono, jotkin kaksi
luvuista d; ovat samoja. Siis joillain 7 ja j luvut di, do, ..., d;j—1 ovat kaikki eri suuria,

mutta d; = d;. Nyt summa

(10kdi — d¢+1) + (10kd¢+1 — dH_Q) +---F (10kdj_1 — dj)
= (10°d; —dis1) + (10°d; 1 — djgo) ++ -+ (10°d; 1 —d;) = (10" = 1)(dj + dip1+- -+ dj_1)

on jaollinen r:lla. Mutta d; +---+dj41 <1+2+---4+9 = 45. Koska r:mn alkutekijat ovat
suurempia kuin 50, 10¥ — 1 on jaollinen 7:114. 10* — 1 on siis kieroutunut.

20. Viite tulee todistetuksi, jos jokaiselle alkuluvulle p korkein p:n potenssi, jolla ab(a — b)
on jaollinen, on p3™ jollain m > 0. Olkoon siis p alkuluku; olkoot p* ja p" korkeimmat
p:n potenssit, joilla p* on a:n tekija p" on b:n tekiji. Jos k = n, niin ab(a — b) on jaollinen
luvulla p**, mutta a® + b> + ab on jaollinen enintéin p?*:1la. Tém& on mahdollista vain,
jos k = 0. Olkoon sitten k > n. Silloin ab(a — b) on jaollinen ainakin p¥*+27:1l4. Luvun
a3 + b3 + ab yhteenlaskettavat ovat jaollisia p3*:lla, p3":114 ja p*t™:114. Nyt 3n < k + 2n
jak+n < k+2n. Jos 3n # k + n, summa ei voi olla jaollinen p**T27:114. Jaollisuus
voi toteutua, jos 3n = k + n (koska b3 + ab voi tilléin olla jaollinen korkeammalla p:n

potenssilla). Jaollisuus voi siis toteutua vain, jos k = 2n. Silloin ab on jaollinen luvulla
p2n+n — pSn.
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