Baltian Tie 2005 — ratkaisuja

1. Osoitetaan, ettd jonossa on aina kaksi samaa lukua. Olkoon k pienin positiivinen
kokonaisluku, jolle on voimassa

(k4 1) - 9209 < 10"

(Téallainen luku on olemassa, koska epayhtélon vasen apuoli on k:n ensimméisen asteen
polynomi ja oikea puoli eksponenttifunktio.) Osoitetaan, ettd on olemassa ng niin, etta
a,:n kymmenjarjestelmaesityksen numeroiden lukuméaara on pienempiu kuin k + 1 kaikilla
n > ng. Olkoon a;:ssi tasan j + 1 numeroa, ts. 107 < a; < 107T1. Osoitetaan etti (1) jos
j < k, niin a;y;:888 on vihemmén kuin k + 1 numeroa, ja (2) jos k < j, niin a;,41 < a;.
(1): Koska a; 1 < (5+1)-9299 < (k+1)-92%% < 10* niin a;:ss4 on vihemmén kuin k+ 1
numeroa. (2): Jilleen a; 11 < (j+1)-929%. Koska j > k, a; > 107 > (j+1)-929% > a;,;.
Todistetaan nyt tehtavan vaite. Jos ag:ssa on enintaan k£ numeroa, niin kaikissa jonon
jasenissé on (1):n perusteella enintdén k& numeroa. Jono on rajoitettu ja padttyméton,
joten sen taytyy kohdata jokin sama luku useamman kerran. Jos ag:ssa on numeroita k+ 1
tai enemman, jono alkaa vahenevéna. Jossain termissa a,, on silloin enintaén k numeroa,
ja tasta alkaen kaikissa jonon termeissa on enintadn k numeroa. Laatikkoperiaatteesta
seuraa taas, etta jonossa on samoja lukuja.
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2. Koska 1 + tan? x = ——, todistettava epdyhtalo on
cos? x

1 n 1 1 3. 3 27

cos2a  cos?f3  cos?y T g8 8
Sovelletaan harmonisen ja aritmeettisen keskiarvon epéayhtaloa ja aritmeettisen ja neliolli-

sen keskiarvon epayhtaloa:
3 < cos® 4 cos? 3 + cos? ~y I (sin2 a + sin? 3 + sin
1 1 1 = 3 o 3
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Vaite seuraa.

3. Jonon maaritelmasta seuraa heti, ettd arpyo > ar + 2 Th+1- Kun tamma epayhtalo
jaetaan luvlla aragyiak42 ja termit jarjestetaan uudelleen, saadaan
1 2 2
<
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Nain tehtavan summalle saadaa ”teleskooppinen” ylaraja:
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4. Olkoon Q(z) = z? + 1. Tehtéviin yhtilo on P(Q(x)) = Q(P(x)). Tamén yhtilon
toteuttavat ainakin P(z) = x, P(z) = Q(z) = 22 +1ja P(z) = Q(Q(z)) = (22 +1)2+1 =
xt 4 222 + 2.



5. Koska kaikilla positiivisilla reaaliluvuilla 2 on 2z < 22 + 1, niin

GO . R S -
2 5 219 = o, 1 1 L
a*+2 b*4+2 c*+27 2a+1 2b4+1 2c+1 24 = 24_5 2—1—5
a

Tehtavan epayhtalo on siis yhtapitava epayhtalon

(25) (2o ) (e g) (o 0) (20 ) (25) = (22) (23) (2+)

kanssa. Kun tassa suoritetaan kertolaskut, niin nahdaan edelleen, etta tehtavan epayhtalo
on yhtapitava epayhtalon

eli
1 N 1 n 1 >3
ab  bc  ca —
kanssa. Mutta vimeinen epayhtalo seuraa heti aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon

epayhtalosta ja oletuksesta abc = 1:

L D ag( 3—3
ab  bc  ca — abe ) 7

6. Jakoyhtalon mukaan N = ¢K +r, 0 < r < K. Numeroidaan kortit numeroilla yhdesta
N:&&n, alkaen pakan pohjalta. Kortit N — (j — 1) siirtyvét korteiksi j, 1 < j < K ja kortit
m, 1 <m < N — K siirtyvat korteiksi m + K. Selvitetadn, miten kortit, joiden numero on
1, 2, ..., K vaihtavat paikkaa sekoitusoperaatioissa. Olkoon 7 < r. Silloin kortin numero
1 paikka vaihtuu seuraavasti:

t—-K+i—-2K+i— - —-qK+i—-r+1—-t—-K+4+r+1—1t— - = qgK+r+1—-i—1
Tahan kiertoon tarvitaan 2q + 2 sekoitusta. Kortit 7, r < ¢ < K puolestaan kiertavat nain:

i—-K+i—-2K+i—---—=(@-1)K+i—-K+r+1—1i
—2K+r4+1—1t— - —>qgK+r+1—1i—1.

Taman kierron pituus on 2q sekoitusta. Jokainen luku 1, 2, ..., N on mukana jommassa-
kummassa kierrossa. Jokainen kortti palaa siis alkuperéiiselle paikalleen joko 2q + 2:n tai
2¢:n sekoituksen jilkeen. Lukujen 2q ja 2¢ + 2 pienin yhteinen monikerta on 2g(q+1). Jo-
kainen kortti palaa paikalleen viimeistdén 2g(g+1):n sekoituksen jélkeen. Koska ¢+1 < 2g¢,
niin

2ata+1) < 0P <1 ()

ja vaite on todistettu.



7. Oletetaan, ettd taulukossa on rivi, jossa on tasan yksi nolla; voidaan olettaa, etta
brivi on (1,1, 1,1, 1,0). Jos nyt (z1, x2, 23, T4, x5, 1) on taulukon rivi, niin myo6s
(z1, x2, 3, T4, x5, 0) on taulukon rivi; taulukon viimeisessd sarakkeessa on siten ainakin
puolessa riveista 0. Oleteaan sitten, ettd jossain rivissa olisi tasan kaksi nollaa; voidaan
olettaa, ettd rivi on (21, x2, x3, 24, 0, 0). Olkoon k;; sellaisten sivien lukumaééra, joiden
kaksi viimeista lukua ovat ¢ ja j. Samoin kuin ylla ndhdaan, ettd ngg > ni;. Voimme
olettaa, etta nig > ng1. Viimeisessa sarakkeessa on ngg 4+ n1¢ nollaa ja ni; + ng; ykkosta;
nollia on siis ainakin yhta monta kuin ykkosia. Oletetaan sitten, ettd kaikissa riveissa on
ainakin kolme nollaa (paitsi mahdollisesti rivissa (1, 1, 1, 1, 1, 1), jos sellainen taulukossa
on.) Koska n > 3, taulokossa on ainakin kaksi rivié, joissa on nollia. Koska rivit eivét
ole samoja, niiden alkioiden tulojen joukossa on ainakin nelja nollaa. Taulukon nollien
mééré on siis suurempi kuin 3(n — 1). Ei ole mahdollista, ettéd jokaisessa sarakkeessa olisi

enintaan nollaa; siis jossain sarakkeessa on oltava g nollaa.

8. Osoitetaan, ettd on varitettava ainakin 48 neliota. Osoitetaan ensin, ettd 48 neliota
riittda. Tama ndhdaan seuravalla tavalla. Olkoon A jokin ruudukon lavistdjalla oleva
yvksikkonelion karkipiste ja olkoon B se lavistajan karkipiste, joka on kauimpana A:sta.
Varitetdan nelio, jonka lavistdja on AB. Kun sama tehddan kaikille 48:1le lavistédn pis-
teelle, jotainen ruudukon sivu tulee varitetyksi. Se, ettd nelidita tarvitaan ainakin 48,
nahdain tarkastelemalla niitd ruudukon yksikkGjanoja, joiden toinen ja vain toinen paa-
tepiste on ison nelion reunalla. Selvasti mikdan ruudukkoon piirretty nelio ei voi sisaltaa
kuin enintaan kaksi tallaista janaa. Janoja on 4 - 24 kappaletta, joten nelioita tarvitaan
ainakin 48.

9. Hahmotetaan n x 3-ruudukko niin, etta siind on n kolmen ruudun levyista vaakarivia
ja kolme n:n ruudun korkousta saraketta. Sanotaan téllaista ruudukkoa A, -ruudukoksi.
Tarkastellaan myos sellaista ruudukkoa, jossa ylimmalla rivilla on jommassakummassa
laidassa kaksi vierekkéista ruutua ja niiden alapuolella n — 2 kolmen ruudun levyista ri-
vid. Kutsutaan naitd B,-ruudukoiksi. Olkoon n parillinen. Olkoon A,-ruudukkojen
1 x 2-paloittelujen lukuméaara N,, ja Bj,-ruudukkojen vastaava lukuméara K,,. Johdetaan
suureille N, ja K,, palautuskaava. A,-ruudukon kaksi ylinté rivid voidaan paloitella sarak-
keiden suuntaisilla 1 x 2 dominoilla vain yhdella tavalla, ja alemmat n — 2 rivid N, _s:1la
tavalla. A,-ruudukko voidaan paloitella my0s niin, ettd erotetaan siitd B, ruudukko;
tama voidaan tehda kahdella tavalla. yli jadgva neljan ruudun kuvio voidaan paloitella vain
yhdella tavalla. Kaikkiaan siis
N, = N,,_o + 2K, (1)

ja

Nn_|_2 - Nn + 2Kn+2. (2)
Tarkastellaan sitten B, o-ruudukon paloittelua. Siitd voidaan irrottaa ylin vajaa rivi
omaksi palakseen, loppu on A, -ruudukko, joka siis voidaan paloitella INV,, eri tavalla. on
myo6s mahdollista erottaa B, 42 ruudukosta kolme sarakkeiden suuntaista palaa, ja silloin
jaljelle jaa B,-ruudukko, jonka voi paloitella K,, eri tavalla. Siis
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Yhtaloistd (1), (2) ja (3) on helppo eliminoida K, s ja K,; jiljelle jad yhtdlo N, o =
AN,, — Np—2 ja Npjo = N — N2 mod 3. Heti nahdaan, etta No = 3 = 0 mod 3 ja
N4 =11 = 2 mod 3. Induktio-oletuksesta Ngi1o = 0 mod 3 seuraa Ngit6 = Ngrt+a mod 3
ja Ng41)4+2 = 0 mod 3. Koska 200 = 33 - 6 + 2, Nago on kolmella jaollinen.

10. Viisialkioisella joukolla K = {2, 3, 5, 7, 11} on kymmenen kahden alkion osajoukkoa.
Jos valitaan kolme lukua niiden kymmenen m:n kahden alkuluvun tulon muotoisten teki-
joiden joukosta, joiden molemmat tekijét ovat joukossa K, tulo ei voi olla m (koska tekija
13 ei ole mukana). Siis n > 11. Jaetaan 15-alkioinen M viideksi osajoukoksi, joista jokai-
sessa alkioiden tulo on m: {2-3,5-13, 7-11}, {2-5,3-7,11-13}, {2-7,3-13,5- 11},
{2-11,3-5,7-13} ja {2-13,3-11, 5 7}. Jos nyt valitaan mitkd tahansa M:n 11 lukua,
niin laatikkoperiaatteen nojalla jotkin kolme, a, b ja ¢, kuuluvat samaan edellisista viidesta
joukosta. Silloin abc = m.

11. Piirretdan kolmioiden ADC' ja EBC ympéarysym-
pyrat. Niiden toinen leikkauspiste on P. Koska kahden
toisiaan leikkaavan ympyran yhteinen janne on koh-
tisuorassa ympyroiden keskipisteiden kautta kulkevaa
suoraa vastaan, CP1KL. Kolmio CKL on tasakyl-
kinen, jos sen C'sta piirretty korkeusjana yhtyy kul-
man C' puolittajaan. On siis osoitettava, ettd C'P on
kulman ZACB puolittaja. Téta varten tarkastellaan
jannenelikulmiota APDC'. Jannenelikulmion perus-
ominaisuuden perusteella ZCAP = ZBDB. Jannenelikulmiosta CEPB saadaan samoin
/ZPBD = /PFEA. Koska AE = BD, kolmiot APFE ja DPB ovat yhtenevia (ksk). Tasta
seuraa, ettd kolmioiden P:sta suorille AC' ja BC' piirretyt korkeusjanat ovat yhta pitkat.
Mutta tamé merkitsee, ettd C'P on kulman ZACB puolittaja.

12. Olkoot A’, B, C' ja D’ pisteiden A, B, C ja D
kohtisuorat projektiot suoralla M N ja olkoot A” ja
B" pisteiden D ja C kohtisuorat projektiot suorilla
AA’ ja BB'. Viite tulee todistetuksi, kun osoitetaan,
ettd kolmiot DD'P ja CC’'Q ovat yhtenevid. Koska
AM =), Bja DN = NC, suorakulmaisista kolmioista
AA'M, BB'M ja DD'N, CC'N saadaan AA’ = BB’
ja DD' = CC'. Nelikulmiot A’D'DA" ja C'B'B"C
ovat suorakaiteita, joten A’A” = DD’ = CC’' = B'B”
ja AA” = BB"”. Koska AD = BC ja kolmiot AA"” D
ja BB"C ovat suorakulmaisia, ne ovat yhtenevid. Siis ZDAA”" = ZCBB"”. Koska
DD'||AA’ ja CC'||BB', niin ZPDD' = /DAA' ja /ZQCC’ = /CBB'. Siis /ZPDD' =
ZQCC", jaten kolmiot DD’'P ja CC'Q ovat todellakin yhtenevia (ksk).

13. Jos ympyrin side on /2, sen halkaisjan pituus on pienempi kuin 3. (a) Tarkastel-
laan suorakaiteen karkia ja pitempien sivujen keskipisteitd. Mitka tahansa kaksi naista



ovat ainakin kolmen yksikon paadssa toisistaan. Mitkaan kaksi eivat siis voi olla saman
ympyran sisalla. Ympyroita tarvitaan siis ainakin kuusi. Toisaalta 2 X 2-nelion ympary-
sympyrin side on v/2. Kuusi téllaista nelidté peittds 6 x 3-suorakaiteen, joten suorakaide
voidaan peittdd kuudella v/2-séteiselld ympyrilli. (b) Suorakaiteen keskipisteen etiisyys
suorakaiteen karjesta on

JO) + () - 1vais lvm-a

Ympyri, jonka side on /2 ei voi peittis suorakaiteen kirkei ja keskipistettd. Ympyroita

tarvitraan siis ainakin viisi. Suorakaide voidaan jakaa kolmeksi 2 x g—suorakaiteeksi ja
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kahdeksi 1 x i—suorakaiteeksi. On helppo todeta, etta tallaisten suorakaiteiden lavistaja

ovat lyhempié kuin 2v/2, joten ne voidaan peittid v/2-séteisilla ympyroilla. Viisi ympyras
riittaa.

14. Taydennetddn kolmion ABC suunnikkaaksi

ABCEF. Silloin piste F on ympyralld, jonka keski-
piste on C ja halkaisija DFE. Thaleen lauseen nojalla m
/DFFE on suora. Koska BD =3-BP, BE =3 BQ /

ja BF = 3-BM, D, E ja F ovat pisteiden P, @ ja
M kuvat B-keskisessa homotetiassa, jossa suurennus-
suhde on 3. Siis my6s ZPM (@ on suora.

15. Kéaytetaan hyvaksi kahden ympyran radikaaliak-
selin kasitetta. Radikaaliakseli on niiden pisteiden
joukko, joiden potenssi on kummankin ympyran suh-
teen sama. Radikaaliakseli on aina suora, ja jos ympy-
rat leikkaavat, se on leikkauspisteiden kautta kulkeva
suora. Olkoot nyt A; ja Cp suorien a ja ¢ ja suoran
BD leikkauspisteet sekd B ja D suoran AC' ja suo-
rien b ja d leikkauspisteet. Suorista kulmista nahd&an
heti, etta pisteet A, Dy, O ja D ovat samalla ympy-
ralla wq, pisteet C, By, O ja B samalla ympyralla ws,
pisteet Dy, C1, D ja C samalla ympyralla ws ja pisteet
A1, By, A sekd B samalla ympyralla wy. Piste O on ympyroiden wy ja wo radikaaliakselilla.
Piste Y on sekad ympyroiden w; ja ws ettd ympyroiden wo ja ws radikaaliakselilla. Siten
pisteen Y potenssi ympyroiden wq ja wo suhteen on sama, joten Y on naiden ympyroiden
radikaalikaselilla. Vastaavasti nahdaan, ettd X on sekd ympyroiden wy ja wy ettd ympy-
roiden ws ja wy radikaaliakselilla. Se on siis my6s ympyroiden w; ja we radilaaliakselin
piste. Néin ollen X, Y ja O ovat samalla suoralla.

16. Oositetaan ensin, ettéd viite patee, kun g on alkuluku. Koska (n+1)? —nP = agq, luvuilla
n+1 ja g jan ja ¢ on sama suurin yhteinen tekija. Sen on 1, koska perakkéisista luvuista



n ja n + 1 ainakin toinen on ¢:lla jaoton. Luvulla n on siis kdanteisluku mod ¢; olkoon
se m. Siis mn = 1 mod ¢q. Jos s = m(n + 1), niin s = mP(n + 1)? = mPn? = 1 mod q.
Olkoon t pienin positiivinen kokonaisluku, jolle s* = 1 mod ¢. Silloin ¢|p. (Jos olisi
p=at+b 0<b<t niinl=sP =359 = (5)%" = s® mod ¢, miki olisi ristiriidassa
t:n méaritelmén kanssa.) Koska p on alkuluku, niin ¢ = 1 tai ¢ = p. Jos olisi t = 1, olisi
m(n 4+ 1) =1 mod ¢ ja m = 0 mod g, mn = 0 mod ¢. Siis ¢t = p. Fermat’n pienen
lauseen nojalla s9~! = 1 mod ¢. Siis p on ¢ — 1:n tekiji. — Jos mille tahansa luvun ¢
kahdelle tekijalle ¢; ja go péatee, ettd g1 — 1 ja g — 1 ovat p:lla jaollisia, niin identiteetista
(1 —1)(g2—1) = q1g2 — 1 — (g1 — 1) — (g2 — 1) seuraa, ettd g1go — 1 on p:lla jaollinen.
Téasta ja todistuksen alkuosasta seuraa helposti, etta tehtdvan viite patee myos, jos ¢ on
yhdistetty luku.

17. Maériteladn jono y, asettamalla y, = 2z, — 1. Nyt y, = 2(2z,-1Zp—2 — Tp_1 —
Tp—2o + 1) —1= 4.’L‘n_1£lln_2 — 2.’L‘n_1 — QZZJn_Q +1= (2.’L‘n_1 — 1)(2.%‘”_2 — 1) = Yn—1Yn—2,
kun n > 2. SiiS Ynt3 = Ynt2Ynt1 = Y241YUn. Luku y,43 on nelicluku jos ja vain jos luku
yn on nelicluku. Koska yyo = 2a — 1, tehtavéan ehto toteutuu, kun yg on pariton nelicluku,
yo = (2m —1)2, ja

a==(2m—-1)°+1),

N | =

m positiivinen kokonaisluku.

18. Olkoon = = 2%a ja y = 2'b, a ja b parittomia kokonaislukuja. Voidaan olettaa, ettd
s > t. Silloin
22+t +sqh 251 2ab

T 225 ta+b) 25ta+b

z
Jos olisi s —t > 0, niin z:n nimittaja olisi pariton, ja z olisi parillinen. Siis s =t ja

28+26Lb
a+b’

z =

Olkoon sitten a = de, b = df, missi e:n ja f:n suurin yhteinen tekija on 1. Nyt

_ 28+2d€f
= 7@—1—}” .

Koska 2z on pariton, e + f on jaollinen 22 + 2:lla ja siis ainakin 4:114. Koska e ja f ovat
parittomia kokonaoislukuja, toisen esimeskiksi e:n, on oltava = 3 mod 4. Mutta e:n ja
e + f:n suurin yhteinen tekija on 1, joten e on z:n tekija, ja viite on todistettu.

19. Lihdetiin liikkeelle jostain Pythagoraan kolmikosta, esimerkiksi yhtilosta 32 4 42 =
52. Silloin 3%(32 +42) +42.52 = (3-3)2+(3-4)?2+(4-5)? = (5-5)2. Niin on saatu kolmen
nelioluvun summa, joka on neliluku. Menetelma voidaan toistaa mielivaltaisen monesti
ja paasta tilanteeseen, jossa mielivaltaisen monen nelicluvun summa on neliéluku.
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20. Oletetaan, etté pi on n:n alkutekijoistd suurin. Olkoon m = (p1+1)(p2+1) - - - (pr+1).
Silloin p on m:n ja siis myos jonkin p; + 1:n alkutekija. Oletetaan, etta pip > 3. Jos p; = 2,

1
niin p; +1 < pg. Ristiriita. Jos p; > 2, niin p; + 1 on parillinen, ja sen tekijat 2 ja i(pz +1)

ovat < pj. Ristiriita. Siis px < 3 ja n = 273°. Vastaavasti m = 374° = 22°3". n|m jos ja
vain jos s < r < 2s.
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