Baltian Tie 2004 - ratkaisuja

1. Tehtavén ehdosta (2) ja aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisesté epayhtalosté

seuraa
an+1 + N

5 2> /Ml t1

an(n+1) >

eli

An+1 < n—+1

G n
Kun tassa epayhtalossa n korvataan luvuilla k, k41, ..., 2k — 1, saadaan ja syntyneet 2k
epayhtaloa kerrotaan puolittain keskenaén, saadaan

@2k gﬁ.zzz
ar, ~— k
Siis 2a,, > ag,, kaikilla n. Ehdon (1) perusteella on nyt
San:an+2an > ap + aon > 3n

eli a, > n. Viite (a) on todistettu. Olkoon sitten a,, = n + 1. Silloin a, + ag, =

n+1+42n+1>3njaa,r1+n=2n+2=2+/(n+1)2 = 2y/a,(n + 1). Jono (a,) = (n+1)

on siis erds kohtaan (b) kelpaava ratkaisu.

2. Koska P:n kertoimet ovat ei-negatiivisia ja ainakin yksi kerroin on # 0, niin P(x) > 0,
kun x > 0. Olkoon P(z) = a,x™ + Ap_12" "1 4 - 4+ ayx + ag. Tarkastellaan lauseketta
P(z)P(z~'). Se on muotoa bya" + by_12" "t + -+ 4+ b_(,_1)@' " + b_pz~™. Selvisti
bp = anag, b1 = ana; + an—100, b2 = anaz + ap_101 + an_209, ..., by = Apan_ +
Un— 101 4 -+ g, ..., bo = Y0 a3, -, bog = aoak + arak41 + -+ An_kGn,
ee., bi_p = ara, +apan — 1, b_,, = aga,,. Nain ollen

n n j—1
P(z)P(x™ 1) = Zai + Z Zaj_kak(xj +x77).
k=0 j=1k=0

Koska kaikilla positiivisilla luvuilla y on y +y~! > 2, on

P)P(z™' > ar+2) ajar=PL)P(L7") = (P(1)*>1.
k=0 >k
3. Osoitetaan ensin, ettad vaite patee, kun n = 3. Silloin
1 _ 1 _ 1 _ 1 _
P+ +1 p+9d@*-pe+¢*)+1  (p+ape+@—-a?)+1 " pelp+a)+1 ptag+r

Vastaavasti

1 < P 1 < q
G+r+1 " qg+r+p r4pP4+1 " r+p+q
Saatujen kolmen epayhtalon oikeiden puolien summa on 1, joten tehtédvin epayhtalo on
tosi, kun n = 3. Yleisessd tapauksessa voidaan merkité p’ = p™/3, ¢/ = ¢"/3 ja 1’ = /3
ja soveltaa jo todistettua epayhtalod lukuihin p’, ¢’ ja /. Viite seuraa heti.




4. Elleivat asiat ole niin kuin tehtavassa vaitetaan, jokaisella K, 1 < K < n, on olemassa
sellainen k < K, etta lukujen xy, k41, ..., Tk aritmeettinen keskiarvo on suurempi kuin
X. On siis olemassa a; niin, ettd jonon z,,, T4,+1, - .., @, aritmeettinen keskiarvo on
> X. Jos a; > 1, on edelleen olemassa ay < aj, niin ettad jonon zg.,, Tay+1, - - -5 Ta,—1
aritmeettinen keskiarvo on > X jne. Téten jono (x1, x2, ..., ©,) tulee ositetuksi paloiksi,
joiden jokaisen aritmeettinen keskiaro on > X. Tamaé on ristiriidassa sen kanssa, etta itse
jonon aritmeettinen keskiarvo on X.

5. Jos k ja p ovat positiivisia kokonaislukuja, merkitédén [k],:118 sitd yksikésitteistd ko-
konaislukua vélilla [0, p — 1], joka on = k mod p. Koska (k)2n,+1 = t(2n + 1), missi
kE—n <t(2n+1) < k+n, [k+n]ont1 = k+n—t(2n+1) joten (k)opir1 = k+n—[k+n]|oni1.
Siis (k)3 = k+ 1 —[k+ 1], (2k)5 = 2k + 2 — [2k + 2|5 ja (3k)7 = 3k + 3 — [3k + 3|7 ja
siis f(k) =6 — ([k + 1]3 + [2k + 2]5 + [3k + 3]7). Olkoot nyt a, b, ¢ kokonaislukuja, joille
patee 0 < a <2,0<<4ja0<c<6. Yhtiloryhma

k+1=amod3
2k +2=bmod 5
3k+3=cmod?7

on yhtapitava yhtaloryhman

k=a—1mod3
k=-2b—1mod5
=-—-2c—1mod7

kanssa. Kiinalaisen jaannoslukulauseen nojalla ryhmalla on ratkaisu kaikilla valinnoilla
(a, b, ¢). Mutta tdma merkitsee, ettd f saa kaikki arvot lukujen 6—0 = 6 ja 6—(24+4+6) =
—6 valilta.

6. Olkoot a; ja as, by ja by sekd c¢; ja co kuution kolmella vastakkaisella sivutahkolla
sijaitsevat luvut. Kysytty summa on aib1cq + a1bico + a1bacy + a1baco + asbicy + agbico +
asbacy + asbacoy = (a1 + az)(by + b2)(c1 + ¢2). Koska 1001 = 7 - 11 - 13, ja tulon tekijat
ovat suurempia kuin 1, yksi tulon tekijoista on 7, yksi on 11 ja kolmas on 13. Siis kysytty
summa on ay +as +by +by+cy +co=7+11+ 13 = 31.

7. Olkoon X jokin tehtavassa mainittu joukko. Olkoot m < n sen kaksi pieninta lukua.
Koska n = k2m jak e X, ninm <k < k?> < n. Joko k =m tai k = n, jolloin on oltava
k = m = n = 1. Vain edellinen vaihtoehto on mahdollinen, joten n = m3. Olkoon sitten
p X:n kolmanneksi pienin luku, siis n < p. Nyt p = k¥m. Koska m < k; < pja k1 #m
(jos olisi ky = m, olisi p = n), on oltava k; = n = m3 ja p = m”. Edelleen X:ssi on
luku ko niin, ettd p = k3n eli m” = k3m?3. Siis ks = m2. Mutta m? ¢ X, joten tultiin
ristiriitaan. Joukossa X ei siis ole kolmanneksi pieninta lkua, ja X = {m, m3}. Kaikki
muotoa {m, m3} olevat joukot selvistikin toteuttavat tehtivin ehdon.



8. Osoitetaan, ettd f(n):1l4 voi n:n valinnasta riippuen olla mielivaltaisen monta alkute-
kijaa. Ellei néin olisi, jollain arvolla n = ng luvulla f(n) = k olisi mahdollisimman monta
alkutekijad. Voidaan olettaa, ettd ng = 0 (tarpeen vaatiessa voidaan siirtyé tarkastelemaan
polynomia f(z —ng)). Koska f(0) = k, f(tk?) = k mod k2. Siis kaikilla kokonaisluvuilla ¢
f(tk?) = bk? + k = k(bk + 1). Luvuilla k ja bk + 1 ei ole yhteisii tekijoitd. Koska luvulla
f(tk?) ei ole useampia alkutekijoiti kuin luvulla k, on oltava bk + 1 = £1. Mutta silloin
f(tk?):1la olisi vain kaksi mahdollista arvoa, mik# on mahdotonta, koska f on polynomi,
joka ei ole vakio.

9. Oletetaan, ettd on olemassa tehtdvéan ehdon tayttava joukko X = {x1, x2, ..., Tpn_1},
jolla ei ole mainitunlaista osajoukkoa. Voimme olettaa, ettd a,,_o — a,,_1 ei ole jaollinen
n:la. Olkoon S; = 1+ ...+ x;, 1 < i < n — 1. Nyt jokainen S; antaa n:lla jaettaessa
eri jakojdédnnoksen. Jos nimittéin olisi S; = S; mod n, ¢ < j, niin joukon {z;41, ...x;}
alkioiden summa olisi n:11a jaollinen. Olkoon sitten S,, = S, _3 + a,_1. Sama paattely
kuin edelld osoittaa, ettd S, = S; mod n ei ole mahdollista, jos 7 # n — 2, ja luvuista
an_2 ja a,_1 tehty oletus osoittaa, ettd ei myoskaaan ole S,, = S,_1 mod n. Summilla
S1, Sa, ..., Sy on siis kaikilla eri jakojaannos mod n, joten jollain niistd jakojaannds on
0. Ristiriita, siis vaite on oikea.

10. Osoitetaan, etté tillaista jonoa ei ole. Jos sellainen olisi, niin olisi p3 > 3. (p3 = 3
tarkoittaisi po = 2 ja 2p; = 1 tai 2p; = 3, kummatkin mahdottomia.) Silloin p3 = 1 mod 3
tai = 2 mod 3. Oletetaan, ettd ps = 1 mod 3. Koska py = 2p3 £1 > 3, ja py alkulukuna
ei ole kolmella jaollinen, on oltava ps = 2p3 — 1 ja p4, = 1 mod 3. Samoin jatkaen saadaan
p; =2pj—1—1=2(pj—1 — 1)+ 1, j > 5. Téstd seuraa p,+1 — 1 = 2" %(p3 — 1) kaikilla
n > 4. Asetetaan nyt n = p3 + 1. Silloin pp,42 — 1 = 2P371(p3 — 1). Fermat’'n pienen
lauseen nojalla 273~ = 1 mod p3. Siis pp;+2 = 0 mod p3. Tamai ei ole mahdollista, koska
Dps+2 ja p3 ovat eri alkulukuja.

11. Osoitetaan, ettd néin voi tehda, jos ja vain jos ainakin toinen luvuista m ja n on pariton.
Todistetaan ensin ”vain jos” -osa. Ajatellaan taulukko ruudukoksi, jossa ruutujen reunat
ovat yksikkéjanoja. Jos jokin jana rajaa kahta ruutua, joissa molemmissa on 0, poistetaan
se. Kun kaikkiin ruutuihin on kirjoitettu 0, on tdytynyt poistaa yhteensd m(n — 1) 4+
n(m — 1) = 2mn — m — n janaa. Toisaalta ruutuun, jossa on ollu +1 on voinut tulla
0 vasta sitten, kun siina oleva luku on muuttunut —1:ksi. Luvun on pitanyt muuttaa
merkkidan pariton maara kertoja eli kerran tai kolmesti. Kaikkien ruutujen, joissa on
—1 (paitsi ensimmaéisen ruudun) ympéarysruuduissa on siten pariton méara nollia. Kun
tallainen —1 muuttuu nollaksi, poistuu aina pariton maara yksikkojanoja. Tasta seuraa,
etta poistettavien yksikkojanojen maara on kongruentti alkuperaisessa ruudukossa olevien
ykkosten lukumaaréin kanssa. Siis 2mn—m—n = mn—1 mod 2 eli (m—1)(n—1) = 0 mod 2.
Luvuista m — 1 ja n — 1 ainakin toinen on parillinen.

Oletetaan sitten, ettd n, ruudukon sarakkeiden lukumaara, on pariton. Oletaan, ettd —1
on i:nnella rivilla. Nyt koko i:s rivi voidaan muuttaa nolliksi etenemalla ensimmaisesta
—1:sté (tarvittaessa) vasemmalle ja oikealle. Samalla i:nnen rivin yla- ja alapuoliset rivit
(tai toinen, jos i« = 1 tai ¢ = m) muuttuvat kokonaan —1:ksi. Rivi, jossa on pelkkid
—1:siad pariton maard saadaan nolliksi muuttamalla ensin parittomissa asemissa olevat
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—1:t nolliksi. Vilissa olevat parillisissa asemissa olevien ruutujen luvut vaihtavat jokainen
merkkinsa kahdesti, joten ne ovat —1:sia ja poistettavissa. Rivin viereisen rivin ykkoset
muuttuvat téssa prosessissa —1:siksi. Sama voidan toistaa joka rivilla.

12. Merkitdaan tilannetta, jossa luku y on rivissa silla paikalla, jossa suuruusjarjestyksen
mukaan tulisi olla z, z — y. Alkuaan jonossa voi olla tilanteita, sykleji, (1) x — =z,
2)z —>y—xtai(3) -+ — 2z —y — z — - joissa on mukana kolme tai useampia
lukuja. Lopputilanteessa on 2n syklid x — z. Syklit (1) ovat tavoiteltuja, jokaisesta
(2)-syklista passtaan kahteen (1)-sykliin ensimmaéiseen vaihtamalla x ja y keskenéén. (3)-
tyyppisissa Kolmannessa tilanteessa x:n, y:n ja z:n syklinen kierratys vie ainakin z:n ja y:n
omille paikoilleen, ja (1)-syklien mééra lisdéntyy ainakin kahdella. Siirtoja tarvitaan siis
enintddn n kappaletta. Jos alkuperdinen jérjestys on sellainen, ettd siind on n (2)-syklid
(esimerkiksi) 2, 1, 4, 3, ..., 2n, 2n — 1) tarvitaan tasan n siirtoa.

13. Jos yksi ja sama maa on edustettuna joka kokouksessa, voi muissa kokouksissa olla
aina eri osajoukko muista 24:sti maasta. Osajoukkoja on 224 = 16777216 kappaletta, joten
kokouksia voi olla ainakin niin monena paivana. Neljas saanto ei salli, ettd kahdessa eri
kokouksessa olisi edustettuina jotkin kaksi 25 jasenmaan komplementaarista osajoukkoa.
Kokouksien maéara voi siis olla enintaan puolet 25 alkion joukon osajoukkojen maarasta,

1
eli = - 225 =224,

14. Osoitetaan, ettd tallainen strategia on olemassa tasmaélleen silloin, kun n = 4k + r,
missa r = 0, 1 tai 2, ja ettd kun r = 3, voittostrategia on toisella pelaajalla. Todistetaan
vaite induktiolla k:n suhteen. Jos £k = 1, r < 2, niin 4 < n < 6. Ensimmaisen pelaaja,
olkoon han A, voi tehda siirron, jonka jélkeen kasoja ei ole. Han siis voittaa. Jos r = 3,
n = 7. A:n siirron jalkeen jaljella on tasan yksi kasa, jonka B voi hajottaa. Nyt B voittaa.

Kaytetaan hyvaksi aputulosta: Jos pelissa jollain hetkellad on tasan kaksi kasaa, joissa on
4s+1 ja4t+1 pahkinaa, missa t+s < k, niin se pelaaja, joka siirtaa toisena taman tilanteen
jalkeen, voittaa. Jos k = 1, aputulos on triviaalisti tosi (ehtolause ei voi toteutua). Jos
k = 2, on oltava t = s = 1 ja ensiksi siirtdva hajottaa kasoista toisen ja toiseksi siirtava
toisen.

Oletetaan, etta vaite on tosi, kun pahkinoitd on aluksi 4k — 1 ja ettd aputulos patee, kun
s+t < k. Osoitetaan, etta nailla edellytyksilla vaite patee, kun pahkinoitda on aluksi
4k, 4k + 1, 4k + 2 tai 4k + 3 ja ettd aputulos patee, kun s +t = k + 1. Jos kasassa on
4k, 4k 4+ 1 tai 4k + 2 pahkinda, A muodostaa kasan, jossa on 4k — 1 pahkinad. Induktio-
oletuksen mukaan A nyt téssa tilanteessa toisena siirtdjana, ja hanelld on voittostrategia.
Oletetaan sitten, ettd kasassa on 4k + 3 pahkindid. A:n siirron jilkeen tilanne on joko
(4p + 1, 4q + 2) tai (4p, 4q + 3). Oletetaan ensimméinen tilanne. Jos p = 0 tai ¢ = 0,
B voittaa induktio-oletuksen nojalla. Ellei nidin ole, B:n siirto on yhden pahkinan poisto
4g+2-kasasta. Silloin ollaan aputuloksen tilanteessa. Koska p+q = k, B voittaa. Oletetaan
sitten, ettd A;n siirto on (4p, 4g+3). Nyt B voi ottaa yhden pahkinin 4p-kasasta. Tilanne
onnyt (4(p—1)+3, 4¢+3). B voi soveltaa induktio-oletuksen mukaista voittostrategiaansa
kumpaankin kasaan, ja voittaa.
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On viela osoitettava, etta aputulos patee, kun s+t = k+ 1. Siirtovuorossa olevan pelaajan
siirron jélkeen tilanne on joko muotoa (4s + 1, 4p, 4¢ + 1) tai (4s + 1, 4p + 2, 4q + 3).
Edellisessa tapauksessa jarjestyksessa toisen pelaajan siirto on yhden pahkinan poisto 4p-
kasasta. Induktio-oletuksen perusteella nyt jarjestyksessa toisena siirtdva voittaa seka
tilanteen (4s+1, 4¢+1) ettd (4p —1). Jalkimmaisessi tapauksessa seuraava siirto riippuu
siitd, onko p = 0 vai p > 1. Jos p = 0, pelaaja siirtdéd (4¢ + 3) — (4q + 1, 2) ja voittaa
aputuloksen nojalla. Jos taas p > 0, pelaaja siirtdd (4p +2) — (4p + 1, 1). Koska hén
voittaa seké lahtotilanteet (4s 4+ 1, 4p + 1) ettd 4¢ + 3, hén voittaa.

Oletetaan, etta aputulos patee, kun t + s < k, 2 < 2, ja oletetaan, ettd t + s =
k + 1. Ensimmaisen pelaajan siirto jakaa jommankumman kasan joukoiksi, joista toisessa
on parillinen ja toisessa pariton maéra pahkinéita. Oletaan ensin, etta ensimmaista siirtoa
kuvaa (4s+ 1,4t +1) — (4ds+ 1, 4p, 4¢+ 1).

15. Kirjoitetaan luvut 1, 2, ..., 13 jarjestykseen 1, 6, 11, 3, 8, 13, 5, 10, 2, 7, 12,
4, 9. Jokainen viiden askeleen hyppy on téssi jonossa siirtyminen viereiseen lukuun (tai
ensimmaisesta viimeiseen tai viimeisesta ensimmaiseen. Koska kirput eivat voi olla samassa
ruudussa, ne eivat tassd jarjestyksessa voi ohittaa toisiaan. Jos kirput ovat lihavoitujen
numeroiden kohdalla, ne ovat jossain jarjestyksen A, C, E, B, D eli alkuperaisen asetelman
kiertovaihtelussa.

16. Olkoon O ympyran keskipiste. Suorakulmaisista
kolmioista OQC' ja OCP saadaan OQ : OC = OC':
OP. Koska OC = OA = OB, 0Q : OA = OA :
OP, mista seuraa, ettd kolmiot AOQ ja POA ovat
yhdenmuotoiset (sks), ja samoin QOB ~ BOP. Koska
OAB on tasakylkinen, Z/OAB = ZOBA = 180° —
Z/0OBP. Lasketaan ZAQP + ZBQP:

LAQP + ZBQP = (LAOQ + ZAQO) + (£LBOQ + ZOBQ)
= (LAOQ + LAPO) + (£LBOQ + ZBPQ) = (180° — ZOAB) + (180° — ZOBP) = 180°.
Kulmien ZAQP ja ZBQP keskiarvo on siis 90°. Koska ZCQP = 90°, QC on kulman
ZAQ B puolittaja.
17. Olkoot a, b, ¢ ja d valittujen pisteiden etidisyydet sivujen keskipisteistd. Oletetaan,

ettd a ja c ovat niilla sivuilla, joiden pituus on 3. Silloin
2?+y’ + 22t =
3 > /3 > /3 > /3 2
<§—a> + <§+a> + <§—c> + (§+c) +(2+0)°+(2-b*+(2+d)*+(2—-a)
2
3
= 4. (5) +4-2242(a* + 0+ 2+ d*) =25 +2(a® + b+ +dP).

3
Nyt0<a,c< 3 ja 0 < b, d < 2. Kun ala- ja ylarajat sijoitetaan edellisen yhtéalon oikealle

puolelle, saadaan vaite.



18. Harmonisen ja geometrisen keskiarvon vélisen epayhtalon perusteella
1 1 2
+ > .

AX XY AX - XY

Koska AY ja BC' ovat kaksi kolmion ympérysympyréan jannetté ja ne leikkaavat pisteessa
1 1

X,on AX - XY =BX - -XC. Mutta vVBX - XC < §(AX +XC) = iBC' Viite saadaan
kun epayhtalot yhdistetasn.

19. Viitteen todistamiseksi riittda, jos saadaan osoi-
tetuksi, ettda CK : LB = AC : AB. Havaitaan. etta
kolmiot M BL ja M KC ovat yhdenmuotoisia kolmion
ABC kanssa. Tamaé seuraa siitd, ettd jannenelikul-
miosta ALMC saadaan /BLM = ZACM ja janne-
nelikulmiosta ABM K vastaavasti /ZMKC = ZABC.
Nyt kolmiot M BL ja M K C' ovat keskenaankin yhden-
muotoiset. Siis todellakin

AM sin(ZKAM)
CK KM  sin(ZAKM)  sin(£ZKAM) sin(£DAB)
LB BM  AMsin(ZMAB)  sin(/MAB)  sin(ZDAQC)
sin(ZMBA)
BDsin(£BDA)
AB AC
~ CDsin(Z/CDA) ~ AB’
AC

Yhtaloketjun toinen yhtdsuuruus seuraa sinilauseesta sobellettuna kolmioihin AK M ja
ABM, kolmas siité, ettd ZAKM = 180° — ZABM (jannenelikulmio ABM K!), neljas
pisteen M maaritelméasté, viides sinilauseesta sovellettuna kolmioihin AC'D ja ABD ja
viimeinen siita, ettd D on sivun BC' keskipiste.

20. Samaa jannetta vastaavina kehakulmina /BK1 A =
ZBMlA ja ABKQA == ABMQA Siis AK1K2 ~
AM1M2 (kk) ja

KK, AK,
MM,  AM,’

Samoin perustein AKs K3 ~ AMsMs ja

KyK3  AK,
MyMs — AMy

Vaite seuraa heti edellisista kahdesta yhtalosta.
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