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1.

Epénegatiivisten kokonaislukujen jono ay, a2, a3, ... toteuttaa ehdot

1. a, + a9y = 3n.
<2Van - (n+1).

kaikilla indeksien arvoilla n =1, 2,...,

2. apt1t+n

(a) Todista, ettd epayhtilo a, > n pitee kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla 7.

(b) Anna esimerkki ehdot 1 ja 2 toteuttavasta positiivisten kokonaislukujen jonosta.

1
. Olkoon P(z) polynomi, jonka kertoimet ovat epénegatiivisia. Osoita, etta jos P () P(z)>1,
x

kun x = 1, niin sama epédyhtdlo on voimassa kaikilla positiivisilla luvuilla x.

3. Olkoot p, ¢ ja r posiitivisia lukuja ja n positiivinen kokonaisluku. Osoita, ettd jos pgr = 1,
niin
1 n 1 n 1 <1
pPr+gt+l gt 1l o pr 1l
4. Reaalilukujen x1, x2, ..., z, aritmeettinen keskiarvo on X . Osoita, etti on olemassa sel-
lainen positiivinen kokonaisluku K, ettd jokaisen jonon (zi,z9,...,xx), (T2,23,...,TK),
(x3y...,2K), ..., (Txk-1,TK) ja (rk) aritmeettinen keskiarvo on pienempi tai sama kuin X .
5. Maéritd, mitd arvoja voi saada kokonaisluvuille & méaéritelty funktio

10.

11.

f(k) = (k)3 + (2k)s + (3k)7 — 6k,

missd (k)2n41 on se luvun 2n + 1 monikerta, joka on lahinné lukua k.

. Kuution kullekin tahkolle on kirjoitettu positiivinen kokonaisluku. Jokaista kuution kirkea kohti

lasketaan kolmella viereiselld tahkolla sijaitsevien lukujen tulo. Ndiden tulojen summa on 1001.
Mika on tahkoilla sijaitsevien kuuden luvun summa?

. Etsi kaikki sellaiset véhintaan kaksialkioiset kokonaislukujoukot X, ettd kaikilla m,n € X,

missd n > m, on olemassa k € X, jolle n = mk?.

Olkoon f(z) kokonaiskertoiminen polynomi, joka ei ole vakio. Todista, ettd on olemassa sellainen
kokonaisluku n, ettd luvulla f(n) on vihintdén 2004 eri alkutekijé.

Olkoon S joukko, jossa on n — 1 luonnollista lukua (n > 3). Tésséd joukossa on kaksi alkiota,
joiden erotus ei ole jaollinen luvulla n. Todista, ettd on mahdollista valita joukon S epétyhja
osajoukko, jonka alkioiden summa on jaollinen luvulla n.

Onko olemassa paattyméaton alkulukujen jono pi1,pa,...,pn, ..., jolle |pnt1—2p,| = 1 jokaisella
positivisella kokonaisluvulla n?

Annettuna on m x n-taulukko lukuja +1 ja —1. Aluksi taulukossa on vain yksi —1, kaikki muut
taulukkoalkiot ovat lukuja +1. Yhdelld kerralla taulua saa muuttaa niin, etté jokin luvuista —1
muutetaan luvuksi 0 ja samalla viereiset luvut kerrotaan luvulla —1. (Viereisia alkioita ovat ne,
jotka ovat suoraan yldpuolella, alapuolella, vasemmalla tai oikealla.) Etsi kaikki (m,n), joilla
mik4 tahansa alkuehdon tayttava taulukko voidaan muuntaa téllaisilla muunnoksilla vain nollia
sisaltaviksi taulukoksi riippumatta siitd, miten —1 aluksi sijaitsee.
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Rivissd on 2n eri lukua. Yhdella siirrolla voidaan joko vaihtaa kaksi lukua kesken&dn tai kierrat-
taéd kolmea lukua syklisesti (valitaan luvut a, b ja ¢ seké korvataan b luvulla a, ¢ luvulla b ja
a luvulla c.) Miké on pienin mahdollinen mééra siirtoja, joka aina riittdé lukujen jérjestédmiseen
kasvavaan jarjestykseen?

Euroopan unionin 25 jisenmaata muodostavat seuraavien sdantojen mukaisesti toimivan komi-
tean: 1) Komitea kokoontuu paivittiin. 2) Jokaisessa kokouksessa ainakin yhden jisenmaan on
oltava edustettuna. 3) Missddn kahdessa kokouksessa ei ole edustettuina tésmaélleen samoja ji-
senmaita. 4) n:nnessd kokouksessa ldsnéd olevien maiden joukossa on jokaisella k < n oltava
ainakin yksi, joka oli ldsnd my6s k:nnessa kokouksessa. Kuinka monena péivinéd komitea voi
kokoontua?

Kasalla tarkoitetaan neljin tai useamman pahkindn joukkoa. Kaksi pelaajaa pelaa seuraavaa
pelid. Aluksi heilld on yksi kasa, jossa on n > 4 pahkin&i. Siirto tarkoittaa, ettd pelaaja valitsee
yhden kasan ja jakaa sen kahdeksi epatyhjaksi joukoksi (joiden ei véilttdmatta tarvitse olla kasoja,
vaan ne voivat sisdltda mielivaltaisen médrdan pahkinoitéd.) Pelaajat siirtévit vuorotellen, ja jos
pelaaja ei voi siirtdéd, han havida. Milla luvuilla n aloittavalla on voittostrategia?

Ympyran kehd on jaettu 13 kaareen, jotka on numeroitu jarjestyksessd yhdestéd kolmeentoista.
Viisi kirppua A, B, C, D ja E istuvat kaarilla 1, 2, 3, 4 ja 5. Kirppu saa hypéti vain kaarelle,
joka on jompaankumpaan suuntaan viiden kaaren pédssé ldhtokaaresta. Vain yksi kirppu voi
hypéta kerrallaan, ja kaksi kirppua ei voi sijaita samalla kaarella. Muutamien hyppyjen jalkeen
kirput ovat jilleen kaarilla 1, 2, 3, 4 ja 5, mutta mahdollisesti eri jarjestyksessd kuin aluksi.
Mitka jarjestykset ovat mahdollisia?

Piste P on kiintedn ympyrén ulkopuolella. P:n kautta piirretdéan ympyrélle sekantti, joka leik-
kaa ympyréin pisteissid A ja B sekd tangentti, joka sivuaa ympyradd pisteessd C. Piste C' on
samalla puolella P:n ja ympyréin keskipisteen kautta kulkevaa suoraa kuin A ja B. Pisteen C
kohtisuora projektio P:n ja ympyrin keskipisteen kautta kulkevalla suoralla on ). Osoita, etté
QC puolittaa kulman LAQB.

Suorakaiteen sivujen pituudet ovat 3 ja 4. Valitaan jokaiselta sivulta umpiméhkainen sisépiste.
Olkoot z, y, z ja u sen nelikulmion sivut, joiden kérjet ovat valitut nelja pistettd. Osoita, ettd
25<x2+y2+z2+u2 < 50.

Kolmion ABC kirjestd A alkava puolisuora leikkaa sivun BC' pisteessi X ja kolmion ABC
ympéri piirretyn ympyrén pisteessd Y. Osoita, ettéd

1 1 4
et >
AX XY = BC

Kolmion ABC sivun BC keskipiste on D. Sivun BC pisteelle M pitee L BAM = £DAC.
AB leikkaa kolmion CAM ympéri piirretyn ympyrin myds pisteessd L ja AC leikkaa kolmion
BAM ympéri piirretyn ympyran myos pisteessi K. Todista, ettd K L|BC'.

Ympyréan kaarilla wi, we ja w3 on samat padtepisteet A ja B ja kaikki ovat samalla puolella
suoraa AB; wy on wi:mn ja ws:n vilissd. Kaksi B:std alkavaa puolisuoraa leikkaavat kaaret,
toinen pisteissd M7, My ja Ms, toinen pisteissd K1, Ko ja Ks. Osoita, ettéd

MiM; KK,
MsMs; KoK




