Baltian tie 2003 Finnish version
Riika, 2. 11. 2003

Aikaa: 4,5 tuntia
Tehtavista voi esittdd kysymyksid ensimmaéisen 30 minuutin aikana.

1. Olkoon Q. positiivisten rationaalilukujen joukko. Etsi kaikki funktiot f : Q. — Q.,
jotka toteuttavat kaikille x € Q, ehdot

1
W 1(3)= s,
@ (141) 10 = s+ )
2. Todista, ettd yhtalon
P 4pr+qg=0
kaikki reaaliratkaisut toteuttavat epiyhtilon 4qz < p?.

3. Olkoot z, y ja z positiivisia reaalilukuja, joille xyz = 1. Todista, etté

(1+x)(1+y)(1+z)22(1+<’/g+€/§+§/§) .

4. Olkoot a, b ja c¢ positiivisia reaalilukuja. Todista, etté

2a 2b 2c a b c

- - < :
a2+bc b 4+ca A+ab " bec ca  ab

5. Jono a, maaritelladn seuraavasti: a; = \/5, as = 2 ja apyq = anai_l, kun n > 2.
Todista, ettd kun n > 1, pétee

(14+a)(1+as)...(1+a,) < (24 V2)aras...ay.

6. Olkoot n > 2 ja d > 1 kokonaislukuja, joille d | n, ja olkoot w1, xs,...,z, reaalilukuja,

n
joille z1 + x5 + -+ - 4+ x, = 0. Todista, ettd on olemassa ainakin ( > tapaa valita d

d—1
indeksia 1 <14y < iy < --- <1ig < n siten, ettd x;, +z;, +---+x;, > 0.

7. Olkoon X joukon {1,2,3,...,10000 } osajoukko, jolla on seuraava ominaisuus: jos a,b € X,
a# b, niin a-b ¢ X . Mikd on joukon X suurin mahdollinen koko?

8. Pdydalla on 2003 karkkia. Kaksi pelaajaa syo karkkeja vuorotellen. Vuorollaan pelaaja voi
syoda joko yhden karkin tai puolet jéljelld olevista karkeista ("pienemmén puolikkaan",
jos karkkien médrd on pariton); ainakin yksi karkki on aina syotdvi. Viimeisen karkin
syoja haviada. Kummalla pelaajalla — aloittajalla vai toisella — on voittostrategia?

9. Tiedetdan, ettd n on positiivinen kokonaisluku, n < 144. Luvun selvittdmiseksi salli-
taan kymmenen kysymystd muotoa "onko n pienempi kuin a?" Kysymyksiin vastataan
viipeella: kysymyksen ¢ vastaus annetaan vasta sitten, kun kysymys ¢ + 1 on esitetty,
kun i = 1,2,...,9. Kymmenennen kysymyksen vastaus annetaan heti, kun kysymys on
esitetty. Etsi strategia, jolla luvun n voi selvittaa.
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Tason hilapiste on piste, jonka molemmat koordinaatit ovat kokonaislukuja. Neljan pis-
1+ To+ T3+ 2y y1+y2+y3—|—y4)
4 ’ 4 '
Olkoon n suurin luonnollinen luku, jolla on seuraava ominaisuus: tasossa on n eri hila-
pistettd, joista minkdan neljan keskio ei ole hilapiste. Todista, ettd n = 12.

teen (z;,v;) (i =1,2,3,4) keskio on piste

Onko mahdollista valita tasosta 1000 pistetta siten, ettd pisteiden valisisté etdisyyksista
ainakin 6000 on yhtédsuuria?

Olkoon ABCD nelio. Olkoon M sivun BC' sisdpiste ja N sivun CD sisépiste, joille
ZMAN = 45°. Todista, ettd kolmion AMN ympéri piirretyn ympyran keskipiste on
suoralla AC'.

Olkoon ABC'D suorakulmio, jossa BC' = 2 - AB. Olkoon E sivun BC' keskipiste ja P
sivun AD mielivaltainen sisépiste. Olkoon F' pisteen A projektio suoralle BP ja G pis-

teen D projektio suoralle C'P. Todista, etté pisteet F, F', P ja G ovat saman ympyran
kehallA.

Olkoon ABC' mielivaltainen kolmio, ja olkoot AM B, BNC ja C'KA sen ulkopuolelle
piirrettyja tasasivuisia kolmioita. Janan M N keskipisteen kautta piirretdan normaali
suoralle AC', ja samoin janojen NK ja KM keskipisteiden kautta piirretddn normaalit
suorille AB ja BC'. Todista, ettd ndméa kolme normaalia leikkaavat samassa pisteessa.

Olkoon P jénnenelikulmion lavistdjien AC' ja BD leikkauspiste. Pisteen P kautta piir-
retty ympyréd koskettaa sivua C'D sen keskipisteessd M ja leikkaa janat BD ja AC
pisteissa @) ja R. Olkoon S janan BD sellainen piste, ettd BS = D@ . Pisteen S kautta
piirretty AB:n suuntainen suora leikkaa suoran AC' pisteessé T'. Todista, etta AT = RC'.
(Jannenelikulmion kérjet sijaitsevat saman ympyréan kehélla.)

Etsi kaikki sellaiset positiivisten kokonaislukujen parit (a,b), ettd a — b on alkuluku ja
ab on kokonaisluvun nelio.

Positiivisen kokonaisluvun n kaikki positiiviset tekijat on tallennettu taulukkoon kasva-
vassa jarjestyksessa. Marin tédytyy kirjoittaa ohjelma, joka kertoo misté tahansa anne-
tusta luvun n tekijastd d > 1, onko se alkuluku. Olkoon n:lld k sellaista tekijaé, jotka
eiviat ole suurempia kuin d. Mari vaittda, etta néaista tekijoista riittda tarkistaa ensim-
maéiset [k/2]: jos niiden joukosta 16ytyy d:n yhtd suurempi tekijé, d on yhdistetty luku,
muuten d on alkuluku. Onko Mari oikeassa?

Jokainen kokonaisluku on véritetty tédsmélleen yhdelld véreistd SININEN, VIHREA, PU-
NAINEN ja KELTAINEN. Voidaanko tdmaé tehd& niin, ettd jos kokonaisluvut a, b, ¢ ja d
eivit ole kaikki nollia ja ovat samanvarisié, niin 3a — 2b # 2¢ — 3d?

Olkoot a ja b positiivisia kokonaislukuja. Osoita, etti jos a®+b® on kokonaisluvun nelio,
niin a + b ei ole kahden eri alkuluvun tulo.

Positiivisen kokonaisluvun n kaikkien n:48 pienempien positiivisten tekijéiden summan
ja téllaisten tekijoiden lukuméirin summa on n. Osoita, etta n = 2m? jollakin koko-
naisluvulla m.



