Vuosien 2000-08 Baltian tie -kilpailutehtavien ratkaisuja

2002.1. Koska (z+y+2)% = (z+y+2)(2?+y?+ 22 +2xy+222+2y2) = 23 +y> + 23+ 3292+
3x2y+3y22+3y22+3x2 2+3x22 +67y2, havaitaan, ettd kun tehtivin yhtiloiden vasemmista
puolista kaksi ensimmaista lasketaan yhteen ja viimeinen vahennetaan, syntyy lauseke, joka
on (a+b— c)3. Jos vasemmista puolista ensimméinen ja viimeinen lasketaan yhteen ja
keskimméinen vithennetiifin, syntyy lauseke (a — b+ ¢)? ja kun kaksi viimeisti lasketaan
yhteen ja ensimmiinen vihennetiin, syntyy (—a + b + ¢)3. Yhtildiden oikeiisin puolista
mainitut yhteen- ja vahennyslaskut tuottavat aina tuloksen 1. Koska yhtalon 23 = 1 ainoa
reaalilukuratkaisu on z = 1, alkuperainen yhtaloryhma implikoi yhtaloryhman

at+b—c=1
a—b+c=1
—a+b+c=1.

Helposti saadaan, ettd taman ryhman ratkaisu on a =1, b = 1, ¢ = 1. Luvut toteuttavat
myo0s tehtavan alkuperaisen yhtaloryhman.
2002.2. Tehdaan vastaoletus, jonka mukaan kukin luvuista a, b, ¢ ja d on suurempi kuin
—1. Olkoon x =a+1,y=b+1,z=c+1jat =d+ 1. Tehdyn oletuksen perusteella z,
Yy, z ja t ovat positiivisia. Tehtavan ensimmaisesta yhtalosta seuraa

THy+z+t=2 (1)
Toisaalta ab= (r—1)(y—1) =zy—x—y+1, ac = xz—x — z+1 jne. Kaikkiaan tehtévin
toinen yhtélo ja (1) antavat 0 = zy +xz+at +yz+yt+ 2t —3(x+y+2+1t) +6 =
ry+xz+at+yz+yt+zt. Tama on ristiriidassa x:n, y:n, z:n ja t:n positiivisuuden kanssa.
Vastaoletus on vaara ja tehtavian vaite tosi.

1
2002.3. Kun m = n = 0, saadaan ag = 2a(2). Siis joko ag = 2 tai ag = 0. Tutkitaan ensin

1 L , 1 1\? y
tapaus ag = 3" Kun sijoitetaan m = 1, n = 0, saadaan a; = a1+1 eli {a; — 5] = 0. Siis
1

a, = 3" Edelleen as = ay2,12 = a2 + a3 = 3 ja ag = 2a3 = 3 Induktiivisesti paatellasn,

. 1
ettd on mielivaltaisen suuria kakkosen potensseja 27, joille ay; = 5 Koska jono (a,) on

1
monotoninen, a,, = 5 kaikilla n.

Oletetaan sitten, ettii ag = 0. Jonon palautuskaava arvoilla m = 1, n = 0 antaa a; = a?.
Siis a1 = 0 tai a; = 1. Jos nyt a; = 0, saadaan samoin kuin edelld, ettd ay; = 0
mielivaltaisen suurilla j. Monotonisuuden perusteella a,, = 0 kaikilla n. Jos taas a; = 1,
niin ay = 2a? = 2, a4 = a2 + a2 = 4 ja a5 = a3 + a? = 5. Edelleen a2 + a3 = ag; =
a2 + a3 = 25. Siis a2 = 25— 16 = 9 ja az = 3. Vield ag = 2a3 =8, ag = a3+ a2 =9 ja
aip = a3 + a3 = 10. Yhtélot a2 + a2 = a3y + a3 = 100 ja a? + a3 = 2aZ = 50 puolestaan
antavat ag = 8 ja ay = 7. Yhtélsiden (2k + 1)? + (k — 2)? = (2k — 1)2 + (k + 2)? ja
(2k+2)? + (k—4)? = (2k —2)? + (k+ 4)? avulla voidaan a,, = n nyt perustella induktiolla
todeksi kaikilla n.

1
Tehtavalla on siis kolme ratkaisua: vakiojonot a,, = 0 ja a,, = 2 kaikilla n seka jono a,, =n
kaikilla n.

2002.4. Kun sulkeet avataan ja otetaan huomioon ehto x1 + 2 4+ --- + x,, = 1, saadaan
alkuperaisen epayhtalaon kanssa yhtapitava epayhtalo

3 2
—533-4—25 r; ——+— 2>0.
— ’ P ‘' n n?



Epéayhtalodn vasen puoli on sama kuin
(2 ) (=)
Z 2——— xI; Ty — —
; n n
=1
ja slis ei-negatiivinen.

2002.5. Kun tehtavan yhtalo nelididaan, saadaan a + b + 2vVab = 2 + V3. Siis 2vab =
c+ \/§, missa c on jokin rationaaliluku. Mutta 4ab = 2 42¢v/3+43. Mutta tdmé merkitsee,
ettd ¢v/3 on rationaaliluku. Koska /3 on irrationaalinen, on oltava ¢ = 0. Siis 4ab = 3 eli

3 1 3
ab = 1 ja a+b = 2. Kun néista ratkaistaan a ja b, saadaan kaksi ratkaisua (a, b) = (5, 5)

a (a, b) = (g %)

2002.6. Tarkastellaan mielivaltaista vaakarivia, joka ei ole se rivi, jolla torni alkujaan oli.
Aina kun torni saapuu tdmén rivin ruutuun, se jatkaa rivin toiseen ruutuun ja poistuu
rivilta. Jokaisella kaynnillad torni kayttaa siis kaksi rivin ruutua. Jos torni kay kaikissa
ruuduissa tasan kerran, rivilla on oltava pariton méaara ruutuja. Tasmaéalleen samalla tavalla
niahdaan, ettd sarakkeissa on parillinen maérd ruutuja. Osoitetaan sitten, ettd aina, kun
m ja n ovat molemmat parillisia, m = 2p, n = 2¢q, vaadittu tornin kulku on mahdollinen.
Numeroidaan rivit ylhaalta alas 1:std 2p:hen ja sarakkeet vasemmalta oikealle 1:std 2¢:hun
ja merkitdén i:nnen rivin j:ttd ruutua (4, j). Siirrot (p+1,1) — (1, 1) — (1, 2q9) —
(2p, 2q) — (2p, 1) — (2,1) — .-+ — (p, 1) kattavat kaikki ensimmaéisen ja viimeisen
sarakkeen ruudut lukuun ottamatta ruutuja (p, 2¢) ja (p + 1, 2q). Tehd&dén seuraavaksi
siirto (p, 1) — (p, 2¢ — 1) ja samanlainen ”reunojen kierto” kuin edelld, kunnes tullaan
ruutuun (p+ 1, 2¢ — 1). Tama vaihe peittaé kaikki sarakkeiden 2 ja 2¢ — 1 ruudut lukuun
ottamatta ruutuja (p, 2) ja (p + 1, 2). Toistamalla vaiheita tullaan lopulta tilanteeseen,
jossa torni on ruudussa (p+1, ¢+1) ja kaikki muut ruudut kuin ruudut (p, 2j5), (p+1, 2j),
7 =1,2,...,q, on kiyty. Loput ruudut on helppo kayda lapi ja paatya lahtoruutuun.
Seuraava taulukko 6 x 8-laudasta, jossa numerointi osoittaa siirtojéarjestyksen (1 on aloitus-
ja lopetusruutu), havainnollistaa metodin (ensimmaéisen vaiheen jilkeen tyhjiksi jaéneet
ruudut on merkitty pienemmin numeroin).

2 14 22 34 35 23 15 3
6 18 26 38 39 27 19 7
10 46 30 42 31 43 11 a7
1 45 21 41 40 44 20 48
9 17 29 37 36 28 16 8
5 13 25 33 32 24 12 4

2002.7. Osoitetaan, etd kysytty enimméiismiird on 4n? — 4n + 2. Taméin voi todistaa
induktiolla. Jotta ei tarvitsisi arvaata lauseketta 4n? — 4n + 2, johdetaan se. Oletetaan,
ettd k nelikulmiota @1, Q2, ..., Qi jakaa tason aj:ksi alueeksi. Voidaan vield olettaa,
ettd mikédén nelikulmion kérki ei ole toisen nelikulmion sivulla (jos néin on, voidaan neli-
kulmiota hiukan suurentaa, niin etta sivulla sijainnut kérki tulee sellaiselle puolelle toisen



nelikulmion sivua, ettd syntyneiden alueiden lukumaara kasvaa, mutta muut karjet ei-
vat siirry niin, ettd alueiden mééréd toisaalta védhenisi). Kun piirretddn uusi nelikulmio
Qk+1, niin kuperuuden vuoksi sen kukin sivu kohtaa enintédén kaksi monikulmion @; si-
vua. Qr+1:nsivut jakautuvat enintadn 2k+-1:ksi janaksi, joista jokainen kasvattaa alueiden
maaraa yhdella. Jos kuitenkin Qy41:n sivu leikkaa kaikkien nelikulmioiden @, j < k, sivut
kahdesti, sivun paatepiste on kaikkien naiden nelikulmioiden ulkopuolella ja paatepistee-
seen liittyvat kaksi viereisten sivujen osaa tuottavat vain yhden uuden alueen. Nain ollen
k411 piirtdminen tuottaa uusia alueita enintddn 4(2k + 1) — 4 = 8k kappaletta. Siis
ap+1 —ar < 8k. Tarkastelemalla ympyran sisaén piirrettyja nelioitda huomaa helposti, etta
ai+1 = ax + 8k on mahdollista. Jos nyt annamme ay:n tarkoittaa maksimaalista alueiden
maaria, todetaan, etté ay toteuttaa lineaarisen differenssiyhtélon apy1 —ax = 8k, a1 = 2.
Yht#lon ratkaisemiseksi sijoitetaan ap = Ak? + Bk + C. Kertoimet toteuttavat ehdot
2Ak + A+ B = 8k, kaikilla k sekd A + B + C = 2. Ensimmaisestd ehdosta seuraa A = 4
ja B = —4, viimeisesti C' = 2. Siis a,, = 4n? — 4n + 2.

2002.8. Kun n = 3, kolmioita on yksi. Osoitetaan, ettd kun n > 4, niin joukko 7" voidaan
valita n:1la ei tavalla. Kun X € P, merkitdan T'x:114 kaikkien niiden kolmioiden joukkoa,

—1
joiden karjet ovat joukossa P ja joiden yksi kdrki on X. Joukossa Tx on (n N ) alkiota ja

jokaisella T'x :n kolmiolla, esimerkiksi X AB, on ainakin yksi sivu, AB, joka ei ole minkaan
muun 7'x:88n kuuluvan kolmion sivu. Jos X # Y, Tx # Ty (koska n > 4, on olemassa
X:sté ja Y:stéd eroavat A, B € P ja kolmio X AB ei kuulu joukkoon Ty ). Osoitetaan, etta
jokainen tehtavassa maaritellyista joukoista T on T'x jollakin X € P. Olkoon siis T =

-1 -1
{ti|z’:1, 2,...(”2 )} téllainen joukko ja olkoon S = {sm’:l, 2,...(”2 )}

niiden joukkoon 7" kuuluvien kolmioiden sivujen joukko, joille s; on ¢;:n sivu, muttei ¢;:n

sivu, kun ¢ # j. Olkoon C' kaikkien sellaisetn kolmioiden jouko, joiden kérjet ovat joukossa
-1 -1

P. Joukossa C' on <;L) kolmiota ja joukossa C'\ T’ <;L) — <n 5 ) = (n 5 ) kolmiota.

Olkoon nyt m sellaisten parien (s, t) lukumééré, missé s € S on jonkin kolmion ¢t € C'\ T

sivu. Tallaisen kolmion kolmas karki voi olla mika hyvansa muu P:n piste kuin sen 7":hen

kuuluvan kolmion karki, jonka sivu s on. Siis

ety () = e = e = (1)

Tasté seuraa, ettéd jokaisen C'\ T:n kolmion kaikki sivut kuuluvat joukkoon S.

2002.9. Menettelytapoja on useita. Yksi mahdollisuus: Oletetaan, etta katsojien va-
litsemat numerot ovat z7, xo ja x3. Jaetaan joukko {1, 2, ..., 96} neljaksi yhtd suu-
reksi osajoukoksi S1 = {1, 2, ..., 24}, So = {25, 26, ..., 48}, S5 = {49, 50, ..., 72} ja
Sy = {73, 74, ...,96}. Ainakin yksi joukoista, sanokaamme S, on sellainen, ettd mikdén
luvuista xj ei kuulu S:4dn. Jaetaan S kuudeksi osajoukoksi, niin ettd S:n ensimmaiset
nelja lukua ovat Si:ssd. seuraavat nelja So:ssa jne. Numeroidaan lukujen xj kuusi eri
mahdollista jarjestysta: jos 1 < x <9< 23,1 = 1, jos z1 < 3 < 22 ¢ = 2, ..., jos
x3 < o < 1 1@ = 6. Olkoon vield j € {0, 1, 2, 3} niiden lukujen x) lukumé&ara, jotka
ovat suurempia kuin kaikki S:n alkiot. Nahtyaan luvut zj toinen taikuri valitsee luvun



4

x4 joukosta S; niin, ettd x1 + zo + 3 + 4 = 7 mod 4. Kun ensimmaéinen taikuri nékee
kortit, joissa on luvut a, b, ¢ ja d, han laskee summan a + b+ ¢+ d mod 4. Jos tulos on x,
han tietaa, etta x suurinta korttia ovat katsojien valitsemia ja naita seuraavaksi pienempi
kuuluu joukon S osajoukkoon S,. Osajoukko kertoo, missa jarjestyksessd katsojat olivat
valinneet kortit.

2002.10. Pienin vaadittu N on 11. Jos nimittdin N = 11, toinen pelaaja voi poistaa
lukuja alkaen pinimmista, kunnes jaljelle jadneiden lukujen summa on vahemméan kuin
212. Jos suurin poistettu luku oli < 23, niin jaljelle jaaneiden lukujen summa on ainakin
212 — 23 =189 = 200 — N. Jos viimeinen poistettu luku oli 24 tai 25, niin jaljelld on vain
lukuja 24 ja 25. Na&ita lukuja on silloin tasan kahdeksan, silla niiden summa on < 212
mutta > 212 — 25 = 187. Jéiljelle jadneiden lukujen summa S toteuttaa siis epayhtalot
8-24 =192 <5 <200=8-25.

Oletetaan, ettd piste A on liitetty 12 pisteeseen. Olkoot Bi, Bs, ..., Bis ndmé pisteet
jarjestyksessé positiiviseen kiertosuuntaan. Kulmista /By AB3, /B3ABs, ..., /B11AB;
ainakin yksi on < 60°. Olkoon se Z/B1ABs3. Silloin kulmat Z/B1ABs ja /By ABj3 ovat
my6s alle 60°. Janoista AB;, i = 1, 2, 3, jokin on pisin; olkoon se AD. Silloin janaa AD
ei ole piirretty A:sta vaan D:std. Olkoot muut kaksi janaa AB; AB ja AC. Kosinilauseen
perusteella BD? = AB?+ AD?—-2AB-AD-cos(/BAD) < AD*+ AB?*(1—2cos(/BAD) <

1
AD? koska cos(/BAD) > 3" Siis BD < AD. Samoin osoitetaan, ettd CD < AD. Niin

ollen A ei ole kahden D:ta lahimmén pisteen joukossa. D:sté ei ole piirretty janaa A:han.
Ristiriita!

2002.12. Olkoon S = {A, B, C, D}. Voidaan olettaa, ettd mikdén S:n kahden pisteen
vilisista janoista ei ole pidempi kuin AB. Jos pisteeksi X valitaan A, on valittava Y = B
(jos olisi esimerkiksi Y = C, olisi AC = AB + AD > AB). Siis AB = AC + AD. Samoin,
jos valitaan X = B, on valittava Y = A, joten AB = BC + BD. Kaikkiaan siis

2.AB = AC + AD + BC + BD. (1)

Toisaalta kolmioepéayhtdlon perusteella AB < AC + BC ja AB < AD + BD. Elleivat
kaikki pisteet ole samalla suoralla, naista epayhtaloista ainakin toinen on aito. Talloin
olisi siis 2 - AB < AC + BC + AD + BD, miké olisi ristiriidassa yhtélon (1) kanssa.

2002.13. Olkoon E # A sellainen kolmoin ABC ym-

pari piirretyn mpyréan piste, ettda BE = BA. Piirre-

taan F:n kautta sivua BC' vastaan kohtisuora suora.

Se leikkaa AC:n pisteessd D. Koska BE = BA, A
/BCA = Z/BCE. CB on siis kolmion CDE kulman
puolittaja ja korkeussuora. Siis CDFE on tasakylkinen.

Tasta seuraa, etta myos kolmio BE D on tasakylkinen.

Siis BD = BE = BA = BD. Mutta tdméi merkitsee,

etta D = D, ja F', D ja E ovat samalla suoralla. Ke-
hiakulmalauseen perusteella /FAC = ZFEC. Koska 8
FE1BC,90° = /BCE+/ZFEC = /ZFAC+ ZAFB. E
Mutta tama osoittaa, ettd AC LF'B.



2002.14. Leikatkoot M'N ja AC pisteessa P. Ole- —

tuksen mukaan /PLB = /PN B. Pisteet P, L, N ja
B ovat siis samalla ympyralla I'. Tehtavan vaitteen
todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan PL taman ym-
pyran halkaisijaksi. Leikatkoon BA I':n my0s pisteessa
Q. Koska BL puolittaa ZABC:n, ZQPL = /QBL =
ZLBN = ZLPN. PL puolittaa siis ZNPQ:n. Viit-
teen todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan PQ) = PN.
Kolmiot PAQ ja BAL ovat yhdenmuotoiset. Siis

PQ BL
A= BA (1)

My6s kolmiot NPC ja LBC ovat yhdenmuotoiset. Siis

PN BL

PC - BC @)
Koska BL on kulman ABC puolittaja,

AB AL

BC ~ oL )

Kun yhtalét (1), (2) ja (3) yhdistetdén, saadaan

PN AL CP
PQ AP CL’

On osoitettava, ettd tdméan yhtélon vasen puoli on 1. Jos R on janojen C'M ja AN
leikkauspiste (joka oletuksen mukaan on myos janalla BL, niin ns. tdydellisid nelikulmiota
koskevan tuloksen mukaan puolisuorat BN, BS, BM ja NM leikaavat suoran AC ns.
harmonisessa pisteistossé (ks. esim. M. Lehtisen geometrian luentoja, lause 8.3.1.) Viite
seuraa tasta.

2002.15. Oletetaan, ettd haméahikki on kuution sidrmén keskipisteessd. Jos kdrpanen on
vastakkaisen sarman keskipisteessd, hamahakin ja karpasen minimietaisyys pitkin kuution
sivuja on 2. Jos karpanen siirtyy keskipisteestd matkan s sarmaa pitkin, niin hamahakin

2
9 3
ja kdrpasen minimietdisyys on pienempi luvuista v/s2 + 4 ja \/ 1 + (5 — s) . Kun s >0

2 4 2
pinnan piste ei aina ole karpaselle edullisin.
2002.16. Selviisti ag =5, a; = 65 =513 ja as = 1025 = 52 - 41. Osoitetaan, ettd muita
ratkaisuja ei ole. Vastaoletus: m > 3 ja a,, = 4*™*! + 1 on jaollinen vain kahdella eri
alkuluvulla. Toisen néista on oltava 5. Koska

2
3 7 1
ja <— — s) > —elis< =(3-— VT ), etdisyys on suurempi kuin 2. Vastakkainen kuution

Ay, = (22m+1 + 2m+1 + 1)(22m+1 _ 2m—|—1 + 1)



tassd a,,:n molemmat tekijat ovat parittomia, mutta tekijoiden erotus on kakkosen po-
tenssi, tekijoiden suurin yhteinen tekija on 1. Tekijoista toinen on siis 5:n potenssi.
Siis joko 2m*1(2m 4+ 1) = 5% — 1 tai 2mT1(2™ — 1) = 5! — 1 jollain t. Mutta 5! — 1 =
4(5771 45724 ... +5+41). Jos t on pariton, 5' — 1 ei ole jaollinen 8:1la eiké siis 2™ F1:114.
Siis t = 2u jollain u ja 2™T1(2™ £ 1) = (5% + 1)(5“* — 1). Mutta 5 + 1 = 2 mod 4.
Siis 5% — 1 = 2™k, missd k on pariton. Toisalta 5% + 1 = 2™k + 2 on luvun 2(2™ £+ 1)
tekija ja 2™~ 'k 4+ 1 on luvun 2™ + 1 tekiji. Tamé on mahdollista vain, jos k = 1. Koska
2m=1 41 <2m 41 < 2(2m 1 4 1), tullaan ristiriitaan: luku ei voi olla pienempi kuin kaksi
kertaa sen aito tekija.

2002.17. Binomikertoimien perusominaisuuden perusteella

<Zo+ozz) - (2(%2) - (2&1)'

Tarkastellaan kokonaislukujonoa (zy), jonka erotusjono (dy) = (xx4+1 — xx) on jaksollinen
mod p. Osoitetaan, ettd t&lléin myds (zx) on jaksollinen mod p. Olkoon ¢ jonon (dy)
jakso. Olkoon h pienin positiivvvinen kokonaisluku, jolle h(x; — z¢) = 0 mod p. Nyt jonon
(d) jaksollisuuden perusteella

htht—1 k—1 t—1
Tk+ht = o + Z dj = xo —i—Zdj +h2dj =z + h(xy — x0) =z mod p.
§=0 j=0 §=0

k
Jono (z) on siis jaksollinen modulo p. Nyt siitd, ettd jono binomikertoiminen (1) =k

n
jono on jaksollinen mod p mielivaltaisella p ja siitd, ettd binomikertoimien < k:)’

n

n =k, k+ 1, ... jonon erotusjono on jono (k ]

), seuraa induktiolla, ettd jokainen

binomikerroinjono <Z>, n==k, k+1,...on jaksollinen mod p mielivaltaisella p.

2002.18. Osoitetaan, etta vain luvulla n = 2 on tehtavéssa vaadittu ominaisuus. Koska
20 —1 =63, (23 —1)(22 — 1) = 21, 2:lla on vaadittu ominaisuus. Oletetaan, etti n > 2 on
luku, jolla on tehtiviissd mainittu ominaisuus. Koska n® —1 = (n?2 —n+1)(n+1)(n—1),
luku n?—n+1 = n(n—1)+1 on pariton. Silli on jokin pariton alkutekiji p. Koska p|(n3+1)
p ei ole luvun n®—1 tekiji. Siis p|(n?—1) ja p on myos luvun n3+1+n?—1 = n?(n+1) tekiji.
Koska p ei ole n:n tekiji, p|(n +1). Mutta p on myés luvun (n? —1) — (n? —n+1) =n—2
tekija. Alkuluku, joka on lukujen n + 1 ja n — 2 tekija, on 3. On osoitettu, ettd jokainen
n? —n+ 1:n alkutekiji on 3. Siis n? —n +1 = 3" jollain . Koska nn toisen asteen yht#lon
n? —n+1—3" kokonaislukuratkaisu, yhtélon diskriminantti 1 —4(1—3") = 3(4-3""1 —1).
on nelioluku. Jos olisi » > 2, jalkimmainen tekija olisi kolmella jaoton. Siis » = 1, joten

n? —n = 2. Tami on mahdotonta, kun n > 2.

2002.19. Oletetaan, etta yhtalolla olisi rationaalilukuratkaisu z = Z—), Yy = L Oletetaan
s

vield, etta p:n ja ¢:n suurin yhteinen tekija on 1, samoin r:n ja s:n. Yhtalao
r s
O
q p s r



on yhtapitava yhtalon
(p* + ¢*)rs + (r* + s%)pq = 3npgrs

kanssa. Paatellddn, ettd rs|(r? + s?)pq. Jos rs:lli ja (r? 4 s2):lla olisi yhteinen tekiji d, se
olisi joko r:n tai sm tekiji; jos d olisi r:n ja s? + r2:n tekiji, se olisi s:n tekija, mutta r:114
ja s:1la ei ole yhteisid tekijoita. Siis rs|pg. Samoin osoitetaan, ettd pq|rs. Siis pg = rs.
Nyt pqg = rs joko on tai ei ole jaollinen 3:lla. Lukujen p, ¢, r, s joukossa on sis kaksi tai ei
yhtaan kolmella jaollista lukua. Mutta

(p2 +¢ 4+ 82)7“8 = 3(TS)2

ja p? 4+ ¢®> + 12 + s> = 3nrs. Koska 22 = 1 mod 3, jos x ei ole jaollinen kolmella,
p? +q®>+1r?+ 5% =1 tai = 2 mod 3. Risitiriita. Siis yhtilolli ei ole rationaalisisia,
ratkaisuja.

2002.20. Jos (a1 + dk) on mielivaltainen aritmeettinen jono ja m = max{ai, d}, niin
1

>
ar +dk — m(1+k)
sarjan termien kaanteisluvuista muodostettu sarja. Toisaalta

. Koska harmoninen sarja hajaantuu, hajaantuu myos aritmeettisen

1

1 ) 1
ZkZQOOx_k: e (i
1— =
x

Téasta seuraa, etta jos tehtdvassa esiintyva sarja olisi olemassa, sen termien kaanteislukujen
summa ei olisi suurempi kuin

1
_+_+...:2,

1+ 1
1 1-2 2.3

Ristiriita, sis tehtavassa ehdotettua aritmeetista jonoa ei ole olemassa.
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