Baltian Tie 2000 — ratkaisuja

1. Kolmiot AMB, BNC ja AKC ovat tasakylkisia

. - .. AM AK .
ja yhdenmuotoisia. Siis 1B — AcC ja LZMAK =

/ZBAC. Kolmiot AMK ja ABC' ovat yhdenmuotoi-

: . CN CK .
sia (sks). Samoin OB = COA LNCK = /BCA.

Siis my0s kolmiot K NC' ja ABC ovat yhdenmuotoisia
(sks). Néin ollen kolmiot AM K ja KNC ovat yhden-
muotoisia. Mutta AK = KC, joten AMK ja KNC
ovat itse asiassa yhtenevia. Tésta seuraa M B = AM

= KN ja BN = NC = MK. Nelikulmio KM BN on suunnikas, koska sen vastakkaiset

sivut ovat pareittain yhta pitkat.

2. Téaydennetdan suorakulmainen kolmio ABC ne-
licksi ABDC. Koska CM1LAN, ja CALAB, niin
/NAB = /M AC. Kulmat CAB ja ABN ovat suoria
ja AB = AC. Kolmiot CAM ja ABN ovat yhtene-
vid (ksk), joten BN = AM = M B. Lisdksi ZMBP =
ZPBN = 45°. Kolmiot M BP ja N BP ovat yhtenevia
(sks), joten ZPMB =/BNP =/ZAMC.

3. Leikatkoot suorat F'E ja BC pisteessa P. Riittaa,
kun osoitetaan, etd PA on kolmion ABC' ympari piir-
retyn ympyran tangentti. Tama tulee osoitetuksi, kun
osoitetaan, etda LCAP = ZCBA. Koska AFDE on
nelio, /DEF = ZAEF ja DE = AFE. Siis /DEP =
ZAFEP ja kolmiot EDP ja EAP ovat yhtenevia (sks).
Siis /PAC = /PAE = Z/ZPDE. Mutta koska AFDFE
on nelié, DE||AB. Siis ZEDP = ZABC, ja todistus

on valmis.

4. Olkoon AD kullman BAC puolittaja. Silloin
/ABD = /DAC = 60°. Koska myos /PBA =
ZQCA = 60°, PB||AD||CQ. Piirretddn A:n kautta
suoria BP ja QC' vastaan kohtisuora suora, joka leik-
kaa BP:n pisteessd X ja QQC'n pisteessa Y. Suorakul-
maisten kolmioiden AX B ja AY C yksi kulma on

V3 V3

60°. Tastd seuraa, ettda AX = TAB ja AY = 7140. Toisaalta XY < PQ. Viite

seuraa.

5. Merkitdan AB = ¢, BC = a, CA = b. Piirretdan kulman AC B puolittaja; se leikaa



a
AB:n pisteessd D. Kulmanpuolittajalauseen perusteella BD = 7C Tehtavéan ehdosta

a—+

. c a e . .
seuraa ab = c? — a? ja = —. Mutta tama merkitsee, etta
a+b ¢

BD ¢ _ BC
BC a+b BA

Koska kolmioissa BDC' ja BC'A on yhteinen kulma /B, kolmiot ovat yhdenmuotoisia
(sks). Mutta silloin ZBca =2 - /ZBCD =2 - Z/BAC. Kysytty suhde on siis 1 : 2.

6. Jos hotellissa on asukas, joka tuntee kaikki muut, hotelliasukkaan tuttavien maara on
jokin luvuista 1, ..., n—1. Ellei kukaan tunne kaikkia muita, asukkaan tuntemien muiden
asukkaiden maéara on jokin luvuista 0, 1, ..., n —2. Joka tapauksessa hotellin n:n asukaan
joukossa on aina jotkin kaksi, sanokaamme A ja B, joilla on yhtd monta tuttavaa muiden
asukkaiden joukossa. Oletetaan, ettd A:lla ja B:lla ei ole yhteisia tuttavia. Silloin A ja B

1 1
voivat kumpikin tuntea enintéén li(n - Z)J (elleivit tunne toisiaan) tai {i(n - Q)J +1

1
(jos A ja B tuntevat toisensa) muuta asukasta. Jos n on pariton, 2 §(n —2)| =n—3,ja

valttaméatta ainakin yksi asukas on tuntematon sekéd A:lle ettd B:lle. Jos n = 4, Pertti on
vaarassa: oletetaan, ettd asukas A tuntee B: ja C:n, asukas B tuntee A:n ja D:n, C' tuntee
A:n ja D tuntee B:n. Silloin A:lla ja B:lla yhtd monta tuttua, muttei yhteisia tuttuja eika
myo6skadn tuntemattomia. Samoin C:114 ja D:11a on yhtd monta tuttavaa, muttei yhteisia
tuttuja eika tuntemattomia.

Olkoon sitten n parillinen ja > 6. Merkitdan hotellin kaikkien asukkaiden joukkoa H:lla.
Oletetaan, etté vierailla A ja B on sama maara tuttuja, muttei yhtaan yhteistd tuttua tai

tuntematonta. Aikaisemman péaattelyn mukaan kummallakin on —n tai —n — 1 tuttavaa

joukossa H. Tarkastellaan sitten joukkoa H\{A, B}. Siiné on kaksi henkil64, C ja D, joilla
on sama madra tuttavia joukossa H \ {A, B}. Koska C ja D eivét ole sekd A:n ettd B:n

1
tutuja tai tuntemattomia, kummallakin on sama maara tuttuja joukossa H. Maara on 3"

1
tal in—l. Koska n > 6, joukossa H\{A, B, C, D} on henkil6t E ja F', joilla on yhtd monta

tuttavaa joukossa H \ {A, B, C, D}. Jokaisella joukkoon H \ {A, B, C, D} kuuluvalla on
tasan kaksi tuttua ja tasan kaksi tuntematonta joukossa {A, B, C, D}. Tasta seuraa, etté

E:lla ja D:lla on yhta monta tuttua joukossa H ja taméa lukuméaara on jalleen §n tai

1
§n — 1. Joukossa {A, B, C, D, E, F} on siis ainakin nelja hotellivierasta, joilla on sama

maaréd tuttavia. (A ja B, C:n ja D:n ja E:n ja F:n tuttavien médrd on sama.) Jos
naista neljasta valitan mitka hyvansa kolme, niin yksi naista kolmesta on joko kahden mun
yhteinen tuttava tai outo kummallekin. (Esimerkiksi A, B ja C; C tuntee tasan toisen
A:sta ja B:stéa, esimerkiksi A:n; jos A ja B tuntevat toisensa, A on B:n ja C:n yhteinen
tuttava, jos A ja B eivét tune toisiaan, B on outo A;lle ja C:lle.)



7. Jokaisen painikkeen tilaa on muutettava pariton maara kertoja. Nain tapahtuu, jos jo-
kaista painiketta painetaan kerran: samalla rivilla olevien painikkeiden painaminen muut-
taa tilaa 50 kertaa ja samassa sarakkeessa olevien painikkeiden painaminen lisaksi 39 ker-
taa. Kaikkien painikkeiden tilan voi siis muuttaa 2000:1la painalluksella. Osoitetaan,
ettd kaikkien painikkeiden tilan muuttaminen vaatii sen, ettad jokaista painiketta paine-
taan ainakin kerran. Oletetaan, ettad jotakin painiketta ei ole ollenkaan koskettu. Voidaan
olettaa, ettd tama painike on ylimman rivin vasemmanpuoleisin painike. Jotta taman
painikkeen tilaa olisi muuttunut, on joko ylimman rivin tai vasemmanpuoleisen sarakkeen
muita painikkeita painettava yhteensa pariton maara kertoja. Oletetaan, ettd ylimman
rivin painikkeita on painettu yhteensa pariton maara kertoja. Jokaisessa sarakkeessa on
toisesta rivista alkaen oltava parillinen maara painalluksia, jotta ensimmaisen rivin pai-
nikkeiden tila muuttuisi. Koska riveja on pariton maara, on jossain rivissi, sanokaamme
toisessa, oltava parillinen maara painalluksia. Mutta silloin ensimmaisen sarakkeen toiseen
painikkeeseen kohdistuisi parillinen maara tilanmuutoksia. Jotta kaikkien painikkeiden tila
muuttuisi, on siis painikkeita painettava ainakin 2000 kertaa.

8. Olkoot Pertin ystavat juhlissa Y7, Yo, ..., Y3 Oletetaan, ettd Pertti palasi juhlaan &
kertaa eli ettd han hyvasteli ystavidan k£ + 1 kertaa. Tama merkitsee, ettd Pertti unohti
hyvéstella ainakin yhden ystavansa k kertaa. Olkoon tamaé ystava Yi3. Olkoon z; se maara
kertoja, jonka Pertti unohti hyvéastella ystavansa Y;:mn. Koska Pertti hyvasteli kunkin
ystavansa eri maaran kertoja, ystdvien numerointi voidaan laatia niin, etta z; > j — 1.
Kullakin hyvastelykerralla Pertti unohti tasan kolme ystavaansa. Siis

12 11
Bk+1) = azj+k>> j+k=066+k
j=1 k=0

Siis 2k > 63 eli kK > 32. Osoitetaan viela, ettd k = 32 on mahdollinen. Seuraavan 33-
sarakkeisen taulukon pystyrivit osoittavat niiden Pertin ystavien jarjestysnumerot, jotka
han kunakin hyvéastelykertana unohti:

13...13 13 13...13 13...13 13 13 13 13 13 13 13 11
11...11 11 8... 8 7...7 7 4 4 4 4 3 3 3

10...10 9 9...9 6...6 5 5 5 5 o5 2 2 1
—— —— N —

10 8 6
9. Merkitddn ruudut lukupareilla (i, j), 1 <14, j < 2k. Olkoon L kaikkien téllaisten parien
joukko. Muodostetaan funktio f : L — L asettamalla

(i+1, j+ k), kun ¢ on pariton ja j <k,
£, §) = (i—1,j+ k), kun i on parillinen ja j <k,
' (i4+1,7—k), kun i on pariton ja j > k,

(t—1,j—k), kun i on parillinen ja j > k.

On helppo tarkistaa, ettd f on bijektio. Koska pisteiden (7, j) ja f(i, j) etdisyys on
V14 k2, f kuvaa jokaisen x:114 merkityn ruudun o:114 merkitylle ruudulle. o:114 merkittyja
ruutuja ei voi olla enempaa kuin x:11a merkittyja.
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10. Joka kerta kun operaatio tehdain, taululle jaavien lukujen erotus on puolet siita,
miké se oli ennen operaatiota. Operaatio voidaan tehda, jos lukujen erotus on parillinen.
Operaatio voidaan tehdi n kertaa, jos lukujen erotus alkutilanteessa on 2"a. Koska 2! =
2048 > 2000, operaatio voidan tehda enintdan 10 kertaa. Jos toinen luvuista on aluksi
2000 — 2'0 = 976, operaatio voidaan tehda 10 kertaa.

11. Eras mahdollinen tehtavan ehdon toteuttava lukujono saadaan seuraavasti: jos luvun
n alkutekijihajotelma on n = pf*ph? - - - pFm | asetetaan a,, = 2F1+tk2++kn  Koska 2000 =
24.53. ag000 = 231* = 128. Pienin mahdollinen luvun asggo arvo on siis < 128. Kasvavassa
jonossa 1, 5, 25, 125, 250, 500, 1000, 2000 jokainen luku on jaollinen edelliselld. Olkoon
ai, g, ..., aspo jokin tehtédvan ehdon toteuttava jono. Silloin a1 > 1 ja as000 = 2a1000 >
dasog > 8assy > 16a105 > 32a95 > 64as > 128a; > 128. Pienin mahdollinen luvun asggg
arvo on siis 128.

12. Olkoon joukossa X = {1, =2, ..., x,} luvut y1, ya, ..., Yk, joissa on maksimimé&ara
numeroita ja joissa on viimeistd lukuun ottamatta samat numerot (téllaisia lukuja voi olla
vain yksikin). Silloin y; = 10y + a1, ..., yx = 10y + ag, missi 0 < a3 < ... < ax < 9.
Talloin

1 1 1 1

_+..._§10. = .
Y1 Yk 10y+0 y

Luvuista x; tehdyn oletuksen nojalla y ¢ X. Jos luvut y1, 2, ..., yr poistetaan joukosta
X ja tilalle laitetaan y, syntynyt joukko toteuttaa tehtévan ehdon (koska luvuissa y; oli
maksimim&&ra numeroita, y ei voi olla mink&an vahempinumeroisen luvun alku) ja lukujen
kaanteislukujen summa ei pienene. Samaa jatkaen tullaan lopulta epayhtaloon

11 11
— et — <o+

X1 x2 Tn

N +1_7129<
9 2520 '

N —

13. Olkoon a; = k + id. Tehdain vastaoletus: n = pq, missa p:1la ja q:lla ei ole yhteisia
tekijoita. Oletuksen mukaan p on k+pd:n tekija ja g on k+qd:n tekija. Silloin k on jaollinen
p:1la ja g:lla, joten k on jaollinen n:lla. Mutta nyt a,, = k 4+ nd, joten a, on jaollinen n:lla.
Ristiriita. Siis n:11a voi olla vain yksi alkutekijé, eli n on alkuluvun potenssi.

14. Osoitetaan, ettd ainoa ehdon toteuttava luku on 2000. Merkitdén d(n):114 luvun n
positiivisten tekijéiden lukum&drdd ja a(p, n):1l4 alkuluvun p eksponenttia luvun n al-
kutekijihajotelmassa (siis esimerkiksi a(2, 12) = 2 ja a(3, 12) = 1). Merkitdan vield
fln) = % Tehtédvéné on siis etsid ne luvut n, joille f(n) = 100. Todistetaan ensin

n
Apulause. Jos n on positiivinen kokonaisluku ja m < n on n:n tekijé, niin f(m) < f(n)
ja f(m) = f(n) jos ja vain jos m on pariton ja n = 2m.
Todistus. Tunnetusti d(n) = [[,(1 + a(p, n)). Oletetaan ensin, ettd n = mp ja p on
alkuluku. Silloin a(p, m) = a(p, n) — 1 ja

fn) _nd(m) 1+ (apm) _ palpm) . 1
Fom) ~ md() P Tralp,n) 1tap) S 2"
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Yhtasuuruus vallitsee, jos ja vain jos p = 2 ja a(2,n) = 1 eli jos p = 2 ja m on pariton.
Oletetaan sitten, ettd n = ms, missd s on jokin kokonaisluku. Kun edellistd paattelya
sovelletaan s:n kuhunkin alkutekijain, saadaan induktiolla helposti f(m) < f(n); jotta
yhtasuuruus sailyisi jokaisessa induktioaskeleessa, olisi ”poistuvan tekija aina oltava 2 ja
7jaljelle jaavéan tekijan” pariton. Tamé& on mahdollista vain, jos s = 2. Apulause on
todistettu.

Oletetaan nyt, ettd f(n) = 100 eli n = 100d(n) = 22-52-d(n). Tehdiin muutamia arvioita.

200
1°. f(27-5%) = 3.3 100. Jos olisi (27 - 52) | n, niin apulauseen perusteella olisi

£(n) > 100. Siis a(2, n) < 6.

2500

2°. f(22-5%) = > 100. Siis a(5, n) < 3.

8100
45
4°. Jos ¢ > 5 on alkuluku ja k£ > 4, niin

3°. f(22.52.3%) = > 100. Siis a(3, n) < 3.

100" . 100 - 3%
(k+1) " 9(k+1)

f(22-52.¢F) = 5 = f(2%-5%-3%) > 100.

Siis a(gq, n) < 3.

5°. Jos alkuluku ¢ > 7 on on n:n tekijé, niin ¢ on d(n):n tekija, eli 1 + a(p, n) = ¢ jollain
alkuluvulla p. Mutta jo todistetun mukaan a(p, n) < 6 kaikilla p. Siis n:n alkutekijat ovat
<T.

6°. Jos 7| m, niin 7 | d(n), joten 7 | 1 + a(p, n) jollain p. Edelld todisteun mukaan tdméa

11200
on mahdollista jos ja vain jos p = 2 ja a(2, n) = 6. Mutta f(2°-52-7) = T > 100.
Siis 7 ei voi olla n:n tekija eikd myoskadn a(2, n) = 6 ole mahdollinen.

7°. Jos a(5,n) = 3, niin 5 | d(n) ja siis 5 | 1 + a(p, n) jollain p. Aiemmin todistetun

nojalla p = 2. Siis a(2, n) = 4. Toisaalta, jos a(2, n) = 4, niin 5 | d(n) ja 5> | n ja kohdan

2
2° perusteella d(5, n) = 3. f(2*-53) = (2)—80 = 100. Luku 2000 toteuttaa tehtavén ehdon.

8°. Tarkastetaan vield tapaus a(5, n) = 2. Nyt 7°:n mukaan a(2, n) # 4, joten a(2, n) €
{2, 3, 5}. Koska a(5,n) = 2, niin 3 | d(n) ja 3 | n. Siis a(3,n) € {1,2,3}. Nyt
7°n mukaan a(2, n) # 4, joten a(2, n) € {2, 3, 5}. Jos olisi d(2, n) = 3, niin d(n) on
jaollinen 2:1la, muttei 4:114. Toisaalta d(n) on jaollinen 1 + a(2, n):114 eli 4:114. Ristiita.
Siis a(2, n) € {2, 5}. Téstd seuraa, ettd 32 | d(n) ja 3% | n. Siis a(3, n) € {2, 3}. Jos
olisi a(3, n) = 2, niin 33 | d(n) ja 3% | n eli d(3, n) > 3. Jos olisi a(3, n) = 3, niin olisi
a(3, d(n)) = 2ja edelleen a(3, n) = 2. Ristiriita taas.

Siis n = 2000 on ainoa tehtidvan ratkaisu.

15. Koska n ei ole jaollinen 2:lla eika 3:1la, n = +1 mod 6. Jos n = 1, viite patee. Jos
n = 5, saadaan (k + 1)° — k% — 1 = 5k% + 10k3 + 10k? + 5k = 5k(k® + 2k® + 2k + 1) =
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5(k + 1)(k® + k + 1), joten viite piitee. Olkoon siten n > 6 ja olkoon t = k% + k + 1.
Lasketaan mod ¢:

(E+D)"—k"—1 = (k+1D)*(k+1)" 2 —k*k" 2 -1 = (t+k)(k+1)" 2= (t—(k+1))k" 2 -1
= k(k+1)" 2+ (k+1)k" 2 =1 = (K*4+k) (k+1)" 2 +E" ) 1 = (t—=1)((k+1)" 2 +k"3) -1
=—(k+1)" 3 k"3 - 1=—(k+1D*E+1)"° k"5 -1
= —(t+k)k+1D)" P —t—(k+1))E" P —1=—k(k+1)" "+ (k+1)k"° -1
=—(t—-D)((k+D)" k" —1=(+1)"° k"0 1.

Jos yhtélodketjun viimeinen luku on jaollinen ¢:114 eli k2 + k + 1:114, myds ensimméinen on.
Vaite todistuu siis induktiolla.

16. Esitetdan geometrinen todistus. Olkoon OA =
a, OB = b ja OC = c¢ ja olkoon LZAOB =
/ZBOC = 60°. Silloin LZAOC = 120°. Koska

cos 60° = 3 ja cos 120° = —5 sadaan kosinilauseesta a
heti Va2 —ab+b> = AB, Vb2 —bc+c?2 = BC ja :

Va?+ab+c? = AC. Viite seuraa kolmioepayhta-

lostda AC' < AB + BC.

17. Merkitaan X = z+2, Y = y+t. Ryhman kaksi ensimmaista yhtaloa ovat nyt X+Y =5
4

ja XY = 4. Ratkaistaan yhtalo X + < = 5. Nahdaan heti, etta ratkaisut ovat X =1 ja

X =4. Siis {X, Y} = {1, 4}. Tehtévan ryhmén kolmas yht&lé on Yzz+ Xyt = 3 ja koska

XY = 4, viimeinen yhtélo voidaan kirjoittaa (Yzz)(Xyt) = —4. Nyt voidaan ratkaista

samoin kuin edelld {Xyt, Yzz} = {—1, 4}. Ratkaistavaksi jaa eri kombinatioita vastaavat
yksinkertaiset yhtaloparit. Saadaan: Jos X = 1, Y =4, Yoz = —1 ja Xyt = 4, niin

1 2 1 2
{x,z}:{i—g, §+§ yy=t=2,Jos X =4,Y =1, Yrz =4 ja Xyt = —1, niin
1 2 1 2
x=z=2ja{y t} = {5 - g, 3 + g} Muut kaksi mahdollista yhdistelméaa eivat

johda reaalisiin ratkaisuihin.
18. Koska
1 1 1
T+ —+2-220+1=—((z+1)?-22v2x +1= —(2® — 2220 + 1 + 22 + 1)
T T x

:%(az—\/Qx-i—l)Q,

yhtalo on yhtapitava yhtalon
2

%(l«—mﬂé(y—m) = 0.

On koska x ja y ovat positiivisia, on oltava z = v/2z + 1 ja y = /2y + 1. Ainoa ratkaisu
onr=y=1+ V2.
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19. Kirjoitetaan t?" = (t2)" = ((t — 1) + (2t — 1))" ja kiytetiéin binomikaavaa. Koska
(t—1)2 >0 ja 2t —1 > 0, binomikaavan kaikki termit ovat positiivisia. Kun muut kuin
ensimmainen ja viimeinen termi jatetaan pois, saadaan heti tehtavan epayhtéalo.

20. Kirjoitetaan

2 2n+1)((2n+1)(2n+3))((2n+3)(2n+5)) -+ - (4n + 1)
no (2n)2(2n 4 2)2-- - (4n)? '

Sovelletaan osoittajaan epiyhtilod x(x + 2) < (z + 1)? ja supistetaan. Saadaan

(2n+(12)TE;L:+1) o4 %

2
x, <

Kun samaa tekniikkaa soveletan nimittajaan, saadaan

5 _ (4n+1)2 1
> ——>2+4 —.
Tn = Ton an * n

Siis . 5

— <2<,

n n
Erityisesti v/2 < x,, < 2. Liséksi

1 2

— < Ty V2 —.

n(z, + v2) n(zn, +v?2)

2
Koska 2+ 12 < 4 ja —= < 2, viite seuraa.

2v/2
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