Baltian tie 1999 — ratkaisut

Tehtava 1

Sijoittamalla tehtévan yhtaloithin A =a+1, B=b+1,C=c+1jaD=d+1
saadaan

ABC = 2 (1)
BCD = 10 (2)
CDA = 10 (3)
DAB = 10. (4)

Kertomalla keskeniin (1), (2) ja (3) saadaan C®(DAB)? = 200, josta yhtildn
(4) mukaan seuraa C? = 2. Vastaavasti A*> = B® = 2 ja D? = 250. Alkuperéisen
yhtiloryhmén ainoa ratkaisuon a =b=c= 2 —-1,d =52 — 1.

Tehtava 2

Yksi ratkaisu on 323 = 32 768. Osoitetaan, ettd muita ratkaisuja ei ole.
Jos n? on ratkaisu, tehtévin ehtojen mukaan pitee 1000n < n3 < 1000(n + 1).
Vasemmanpuoleisesta epiyhtilostd n? > 1000, eli n > 32. Oikeanpuoleisesta

1 1
epiyhtalosti n2 < 1000 <1 + ﬁ) < 1000 <1 + 3—2> <1032, eli n < 32.

Tehtava 3

Kun n = 3 voidaan kirjoittaa
0="(a1 +ax+ (l3)2 = af + a% + ag, + 2(aya2 + azaz + azay)
> 2(ara2 + asas + azay).
Kun n = 4 voidaan Kkirjoittaa
aiaz + azaz + azay + agay = (ay + az)(az +aq) <
1
E(al + as + as +a4)2 =0.

Jos n > 5, valitsemalla a1 = —1, a2 = -2, a3 =a4 =...=a, 2=0,0a,_ 1 =2
ja a, = 1 saadaan

aias + asaz + ...+ ap_1any + apar = 3.

Ratkaisu on siis n = 3 tai n = 4.

Tehtava 4

Funktion méiritelmésta

flz,y) <a (5)
ja aritmeettis-geometrisestad epayhtilosta
Yy Yy 1
flz,y) < < (6)

24y " 2wy 2
Kertomalla epiyhtildt (5) ja (6) keskeniiéin saadaan f(x,y)? < 1/2eli f(x,y) <

1/+/2. Toisaalta f(%, %) = \/Li Funktiolla f on siis maksimiarvo %



Tehtava 5

Mahdollisia pisteitd on viisi: (0, 1), (£v/24/5, —1/5) ja (£1,0).

Tarkastellaan y-akselia leikkaavia suoria y = kz+1[. Suora on ympyrin tangentti
jos toisen asteen yhtilolld z2 + (kx + [)2 = 1 on vain yksi ratkaisu, eli jos
diskriminantti on nolla, eli k% —I?>+1 = 0. Suora kohtaa paraabelin vain yhdess
pisteessi, jos toisen asteen yhtdlolld (kz + 1) = 22 + 1 on vain yksi ratkaisu, eli
jos diskriminantti on nolla, eli k? + 4/ — 4 = 0. Niistd kahdesta ehdosta saadaan
kolme ratkaisua k =0jal=1k=+v24jal=—5seki k = —/24jal = —5.
Ratkaisut vastaavat pisteitd (0,1) ja (£v/24/5, —1/5).

Tarkastellaan y-akselin suuntaisia suoria. Suora = 1 toteuttaa tehtidvin ehdot,
samoin z = —1. Niistd suorista pisteet (£1,0).

Tehtava 6

Merkitaan shakkilaudan ruutuja koordinaateilla (x,y), jossa

z,y = 1,2,... ,n. Matkalla ruudusta (1,1) ruutuun (n,n) koordinaattien muu-
tosten summa on 2(n — 1). Yhdelld siirrolla koordinaattien yhteinen lisdys on
korkeintaan 3. Koordinaattien summan parillisuus muuttuu joka siirrolla. Li-
sidksi 1 + 1 ja n + n ovat parillisia. Niistd padtellidn, ettd tarvittavien siirtojen
lukumééré on parillinen ja suurempi kuin 2(an1)

Jos n = 4 ratsu péésee vastakkaiseen kulmaan kahdella siirrolla. Helposti l6ytyy
my0s siirrot tapauksille n = 5 (neljallé siirrolla) ja n = 6 (neljilla siirrolla). Ruu-
dusta (4,4) ratsu padsee ruutuun (i + 4,4 + 4) kahdella siirrolla. Néilla siirroilla
ratsu lg()éiéis)ee kulmasta kulmaan siirtomaérélla, joka on parillinen ja suurempi

2(n—1

kuin ==—*. Tdmi on pienin mahdollinen siirtojen mééré.

Tehtava 7

Ei voi. Olkoon S kaikkien sellaisten ruutuparien joukko, jotka ovat toistensa
naapureita. Kutsutaan joukon S ruutuparia vanhaksi, jos molemmissa parin
ruuduissa on jo kidyty. Ensimmaisen siirron jélkeen on yksi vanha pari. Jokainen
seuraave sirto luo parillisen mddrdn vanhoja pareja. Eli vanhojen parien luku-
madréd on jokaisen siirron jilkeen pariton. Kuitenkin joukossa S on parillinen
méirid pareja, eli kuningas ei voi kiiyda kaikissa ruuduissa.

Miksi joukossa S on parillinen méira ruutupareja? Kierretddn shakkilautaa 180
astetta keskipisteensd ympéri. Nyt ldhes jokainen joukon S alkio kuvautuu jol-
lekin toiselle joukon S alkiolle. Paitsi kaksi ruutuparia keskelld; ne, joiden ainut
yhteinen piste on laudan keskipiste. Jokaiselle joukon S alkiolle 16ytyy siis pari,
eli alkioita on parillinen maara.

Tehtava 8

Valitaan jotkin kolme kolikkoa ensimmaéiseen punnitukseen ja vaihdetaan pai-
noltaan keskimmaéinen pois. Toistetaan tdmé kaikille punnitus 1996 kertaa. Kun
viimeisen operaation jilkeen painoltaan keskimméinen on otettu pois, konee-
seen jad painavin ja kevein kolikoista. Siirretdin ndméa syrjain. Toistetaan sama
operaatio jiljelld oleville 1997 kolikolle ja siirretdfn niistd painavin ja kevein
syrjaan. Jatketaan tatd kunnes vain yksi kolikko on jiljelld. Se on painoltaan



tuhannes. Yhteensi punnituksien maira
1997 + 1995 4 ... + 1 = 9997 < 1000 000.

Tehd&in vastaoletus, etté painoltaan r:s r # 1000 voidaan 16ytédé koneen avulla.
Nimetddn kolikot jossain jarjestyksessa ai,as, ... ,ay. Kolikkoa r etsitddn teke-
mélld sarja punnituksia (a;,,aj,,ak,), (@i, aj,,0k,) ..., joista tuloksena tiede-
tddn keskimmaéiset kolikot @y, , @, ... Tulosten perusteella voidaan nyt 16ytaa,
ettd as on painojirjestyksessa r:s.

Nyt joku (joka tietdd kolikoiden painojarjestyksen) vaihtaakin kolikkoihin mer-
kityt nimet niin, ettd painavimmam ja keveimmé&n nimet vaihdetaan keske-
nédn, toiseksi painavimman ja toiseksi keveimmén nimet vaihdetaan keskendan
jne. kaikille nimille, paitsi painojirjestyksessi tuhannennelle kolikolle. Kun tois-
tetaan punnitukset (a;,,aj,,ax,), (ai,,aj,,ak,) ... (samat nimet, eri kolikot),
saadaan (samat) tulokset G.,,, Gm,, ... TAma siksi, ettd kolikoista painoltaan
keskimmadinen ei riipu siité, tarkastellaanko painoja kasvavassa vai pienenevissi
jarjestyksessd. Lopputulos on my6s muuttumaton: painoltaan r:s on kolikko a.
Tama on ristiriita, silld edellisessad punnituksessa valittiin kolikko asggg_s-

Tehtava 9

Kirjoitetaan 27 rivisummaa

1+2+4 = 7
3+54+7 = 15

Jos oikealla puolella on pelkistddn parittomia lukuja, tdytyy vasemmalla puo-
lella olla parillisia lukuja jokaisella rivilld nolla tai kaksi kappaletta; yhteensé
vasemmalla puolella parillinen méara parillisia lukuja. Tadmé ei ole mahdollista,
koska parillisia lukuja on vasemmalla puolella yhteensd 3 - 13 = 39 kappaletta.
(Jokainen luvuista 1,2, ... ,27 kilytetdéin vasemmalla puolella tasan kolme ker-
taa ja parillisia lukuja on kolmetoista erilaista.) Oikealla puolella on siis ainakin
yksi parillinen luku.

Tarkastellaan sellaista 3 x 3-tasoa, jossa jokin rivisumma on parillinen. Valitaan,
ettd ylimmén rivin rivisumma on parillinen. Oletetaan, ettd kaikki muut rivi-
summat ovat parittomia. Siis toisen ja kolmannen rivin rivisummat ovat parit-
tomia ja kaikkien kolmen sarakkeiden rivisummat ovat parittomia. Tdsté seuraa
ristiriita, silld sarakkeista laskettuna koko tason numeroiden summa on pariton
ja riveistd laskettuna parillinen. Parillisia rivisummia on siis ainakin kaksi.
Oletetaan, ettd oikealla puolella on vain kaksi parillista lukua. Parittomia lukuja
on 25, eli yhtéldiden oikeiden puolien summa on pariton. Vasemalla puolella on
kolme kertaa summa 142+. ..27, joka on parillinen. Tam3 on ristiriita. Parillisia
rivisummia on ainakin kolme.

Parittomia rivisummia saadaan korkeintaan 24. Osoitetaan esimerkin avulla,
ettd tdmé yliraja saavutetaan. Ensimmaéiseen tasoon laitetaan luvut

—_
—_
—



(vain jakojddnnos on merkitty), toiseen tasoon

1 00
0 1 0
0 01
ja kolmanteen tasoon
1 00
0 0 O
0 01
Tehtava 10
Olkoon piste O kiekon keskipiste ja pisteet Pi,...,FPs; sddnndllisen kuusikul-

mion kirjet kiekon kehalld. Ajatellaan tehtavan osajoukkoihin jakoa punaiseksi,
siniseksi ja vihredksi varittdmisend. Oletetaan, ettd O on punainen ja Py, Ps
ja Ps sinisia ja Ps, Py ja Pg vihreiti. Tarkastellaan P;-keskistd ympyrinkaarta
pisteiden O ja P, kautta. Koska P; on sininen, ovat kaaren pisteet joko punaisia
tai vihreitd. Vastaavasti Ps- ja Ps-keskisille ympyrankaarille. Kuvassa on O-

P
P ?

P, P

P
P 6

keskinen ympyri, jonka siide on 1/4/3. Tarkastellaan timin ympyrin ja kolmen
ympyrinkaaren leikkauspisteiti. Ne ovat kaikki punaisia tai vihreité ja etdisyy-
den yksi padssa toisistaan. Tadmé on ristiriita. Tehtdvissa esitettyd jakoa ei voi
tehda.

Tehtava 11

Piirretddn niin iso ympyré, ettid kaikki nelja pistettd ovat sen sisédpuolella. Pie-
nennetddn ympyrin sidetti ja siirretdin sen keskipistetti kunnes ainakin kolme
pisteistd on ympyrin kehalld. Neljds piste on vilttiméttd ympyrin sisilld tai
kehalla.

Tehtava 12

Olkoon O kolmion ABC' ympéripiirretyn ympyréin keskipiste, piste I kolmion
sisdénpiirretyn ympyrin keskipiste ja pisteet M ja N sivujen AC ja BC' keski-
pisteet. Osoitetaan, ettd M, N ja I ovat ympyrallé, jonka halkaisija on OC'. Suo-
rien kulmien £CMO ja LONC takia M ja N ovat talld ympyrélla. Viela taytyy
osoittaa, ettd LCI0O = 90°. Olkoon sisdanpiirretyn ympyrén ja kolmion sivujen



A B

sivuamispisteet E, F' ja K kuten kuvassa. Nyt BF + AE = BK + AK = AB ja
AB = 1(BC + AC) = BN + AM. Tésti NF = ME. Huomaa, etté janat NF

ja M E ovat janan OI projektiota sivuilla BC ja AC. Olkoon €7 vektorin CA
suuntainen yksikkovektori ja €3 vektorin CB suuntainen yksikkovektori. Pro-
jektioiden pituuksien NF = ME avulla voidaan kirjoittaa |é] - OT| = |é3 - OI|,
eli €] - OT = +e - OT tai (61 £63) - OT = 0. T&lli yhtalolla on kolme ratkaisua:

-

1. OI=0,eli O =1.
2. 6 +6& LOI,eli OI L IO.
3. €1 — €& L OI, tai CI|| I0. Kun O on kulmanpuolittajalla, kolmio ABC
on tasakylkinen AC' = BC. Nyt ABC' on tasasivuinen, eli O = I.
Tehtava 13

Valitaan piste F' sivulta AB siten, etti AF = AF ja BF = BD. Jana AD
on kulman A puolittaja. Siksi AD on tasasivuisen kolmion AFE kannan EF
keskinormaali ja DE = DF'. Vastaavasti ED = EF'. Eli kolmio DEF' on tasa-
sivuinen. Lasketaan {AFE + {BFD = 120° ja AFEA + {BDF = 120°. Nyt
my6s LCED + LEDC =120° ja {BCA = 60°.

Tehtava 14

Olkoon hp pisteen B etdisyys suorasta AC' ja hc pisteen C' etdisyys suorasta
AB. Puolisuunnikaiden pinta-alojen mukaan

[DBCG] _ 5(BD + CG)he

[FBCE] L(CE+ BF)hg

Tasakylkisyyden takia hp = hc, eli tehtdvan viite on yhtapitavisti

BD +CG _ AD
CE+BF ~ AE



Gl

Olkoon M janan BC keskipiste. Olkoon F' ja G’ pisteiden F ja G kuvia pisteen
M suhteen. (Kuten kuvassa.) Téssd samassa kuvauksessa CG kuvautuu janalle
BG@', ja BF kuvautuu janalle CF'. Nyt DE || G'F' ja

AD _AG' DG _DB+CG
AE ~ AF' T EF' ~ EC+BF’

Tehtava 15
Olkoon CD =a ja CE = AC = BD = b. Kosilauseen mukaan

AB =CA? + BC? —2CA - BC cos60° =

1
b2+(a+b)2—2b(a+b)§:a2+ab+b2.



Edelleen kosinilauseen mukaan

ED = EC? + CD?> = 2EC - CD cos120° =

b2 + a? — 2ba <—%> =a® + ab + b2,

Tehtava 16

Osoitetaan, ettdi vastaus on 19' — 5! = 14. Vastaoletus: Kokonaisluvuilla m
ja n pétee k = 19" — 5™ < 14. Tarkastellaan ensin tapausta n on parillinen.
Koska 19 = —1 mod 10, patee 19" = 1 mod 10, eli k:n viimeinen numero on

6. Vastaoletuksen mukaan 19" — 5" = 6. Oikea puoli on jaollinen kolmella.
Tarkastellaan vasenta puolta modulo 3: 19 = 1 mod 3 ja 19" = 1 mod 3.
Vastaavasti 5™ = 1 mod 3 vain jos m on parillinen. Valitsemalla m = 2m/
jan = 2n' voidaan kirjoittaa (19" + 5™ )(19" — 5™') = 6. Tills yhtalslli ei
ole ratkaisuja silld vasemman puolen tekijoiden erotus on 2 - 5’”’, eikd luvulla 6
19" = —1 mod 10, eli luvun k viimeinen numero on 4. Vastaoletuksen mukaan
197 —4™ = 4. Mutta 19" =1 mod 3 ja 5™ = £+1 mod 3,eli 19" —-5" =1=+1
mod 3. Tdm4 johtaa ristiriitaan, silld 4 =1 mod 3.

Tehtava 17

Vastaus: kylla. Esimerkiksi lukujono 0,2, 8,14, 26 tdyttdd tehtdvin ehdot. Kun
a =3 taia =5 luvut a + cy1,... ,a + ¢; ovat alkulukuja. Lukujonon jéasenet
kuuluvat eri jaannosluokkiin modulo 5. (Eli viidelld jaettaessa jakojaannos on
jokaisella luvulla eri.) Kaikilla a:n arvoilla jokin luvuista a + ¢1,... ,a + ¢5 on
viidelld jaollinen. Jotta luvut olisivat alkulukuja on viidelld jaollinen luku 5.
Tamé on mahdollista vain jos a = 3 tai a = 5.



Tehtava 18

Oikeanpuoleisen epiyhtélon neliGonkorottamisella saadaan
(a—0)? <5+4V/dm +1
tai yhtépitavisti
(a+0)? <5+4Vdm+1+4m = (Vdm + 1 +2)?,

eli

a+b<vVdm +1+ 2.

Koska tarkastellaan vain tapauksia a > b, jokainen tekijoihinjako m = ab johtaa
eri summan a+b arvoon. Koskam = 2 mod 4 toinen luvuista a ja b on parillinen
ja toinen pariton, eli a + b on pariton. Lisdksi

a+b>2Vab=V4m.

Edelleen, koska 4m ei ole kokonaisluvun nelié (luku 4 ei ole luvun m tekija),
téytyy olla a + b > v/4m + 1.

Huomaa, ettd valilla [v/4m + 1,v/4m + 1+ 2[ on tasan yksi pariton luku. Koska
a+ b on pariton ja suurempi kuin v/4m + 1, voi olla olemassa vain yksi tehtévin
ehdot tdyttava (a + b < v4m + 1 + 2) lukupari (a, b).

Tehtava 19

Etsitddn parillisia lukuja, joita ei voida kirjoittaa muodossa ¢ — p? minkiin
alkulukujen p ja ¢ avulla. Jos k = ¢ — p? ja p ja ¢ ovat alkulukuja, ja jos k = 2
mod 3 tiytyy olla joko p> = 1 (ja ¢ = 0 ei voi olla alkuluku) tai p? =3 (p = 3 on
ainoa mahdollisuus). Kokeillaan lukuja k£ = 6n + 2. Namé ovat parillisia, k = 2,
ja yhtilostd k = q — p® seuraa p = 3, eli ¢ = 6n + 11. Nyt jos n = 11m luku
q ei voi olla alkuluku. Siis luvut muotoa k = 66n + 2 ovat tehtiviissa kysyttyjd
lukuja.

Tehtava 20

Lauseke a? —b?+c? —d? on pariton, joten yhden alkuluvuista on oltava parillinen.
Pienin luvuista on d, joten d = 2. Alaspéin arvioimalla 1749 = a®> —b?>+c? —d? >
9* — b? +4d*> — d*> = 8% + 12, eli b < 1737/8 ja b < 13. Liséiksi epiyhtilosti
4 =2d < ¢ < b/2 =13/2 saadaan ¢ = 5. Mahdolliset vaihtoehdot ovat b = 11
tai b = 13. Kokeilemalla b = 11 saadaan a® = 1849 = 432. Jos b = 13 saadaan
a® = 1897, joka ei ole kokonaisluvun nelio.

Ainoat luvut, jotka toteuttavat yhtélon ovat a = 43, b = 11, ¢ = 5 ja d = 2,
joista a® + b% + c® + d? = 1999.
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