Baltian Tie 1998 — ratkaisuja

98.1. Osoitetaan ensin, ettd ehdon téyttavia funktioita on vain yksi. Selvésti f(1,1) =
1. Olkoon z > 2. Osoitetaan induktiolla, ettd tehtédvdn ehdot madrittavéit f(z, y):mn
yksikésitteisesti, kun 0 < z < zja 0 < y < z. Koska zf(z —y, y) = yf(z, 2), f(z, 2)
on yksikésitteisesti madritelty, kun 0 < =z < z. Koska f(z,y) = f(y, 2), f(z,y) on
yksikésitteisesti méaaritelty, kun 0 < y < z. Koska f(z, z) = z, f(x, y) on yksikésitteisesti
madritelty, kun 0 < z < 24+ 1ja 0 < y < z 4+ 1. Olkoon [z, y] lukujen x ja y pienin
yhteinen monikerta eli pienin yhteinen jaettava ja (z, y) lukujen x ja y suurin yhteinen
tekija. (z, y)[z, y] = zy. Osoitetaan, ettd f(x, y) = [z, y|]. Hmeisesti f(z, y) = [z, y]
toteuttaa tehtévéin kaksi ensimmaéisté yhtélod. Koska (z, z +vy) = (z, y), on

(z+ylry y z(z+y)
(=, y) (2, z+y)

(z+y), y] = =ylz, z +y].

Myds kolmas yhtéld toteutuu, joten tehtdvén ainoa ratkaisu on f(z, y) = [z, y].

98.2. Kosinilauseen perusteella kolmikko (a, b, ¢) on kvasipythagoralainen, jos ja vain jos

d d d
on kvasipythagoralainen. Voimme rajoittua tarkastelemaan sellaisia kolmikkoja (a, b, ¢),
joissa a:n, b:n ja c:n suurin yhteinen tekija on 1. Silloin mydskin jokaiset kaksi luvuista
a, b, c ovat yhteistekijattomia. Osoitetaan epasuorasti, etta c ei ole jaollinen luvuilla 2, 3
eikd 5. Jos c olisi parillinen, luvut a ja b eivit molemmat voisi olla parittomia. Siis ¢ ei
ole jaollinen 2:1la. Oletetaan, ettd ¢ on jaollinen kolmella. Silloin a ei ole jaollinen 3:lla.
Koska

b
c? = a®?+ab+b2. Jos d on lukujen a, b ja c yhteinen tekiji, niin my6s kolmikko (9 C)

4¢* = 3a® + (a + 2b)?} (1)

ja a ei ole jaollinen 3:lla, niin 3a? ei ole jaollinen 9:114. Toisaalta (a + 2b)? on jaollinen
3:1la, joten nelioni se on jaollinen my6s 9:114. Siten 3a? on jaollinen 9:114 ja a on jaollinen
kolmella. Ristiriita osoittaa, ettd c ei ole jaollinen kolmella. Oletetaan viimein, ettd ¢ on
jaollinen 5:ll4. Silloin a ei ole jaollinen 5:1l4, ja a® = +1 mod 5. Edelleen 4¢? — 3a? =
+2 mod 5. Mutta yht#lon (2) perusteella nelié (a + 2b)? on silloin = £2 mod 5, miki on
mahdotonta. c:n kaikki alkutekijat, ja tietysti suurinkin, ovat suurempia kuin 5.

98.3. Tehtivin yhtilo voidaan kirjoittaa muotoon 222 — zy + 5y? — 102y = —121 ja jakaa
tekujoihin muodossa (2x — y)(5y — =) = 112. Tekijéiden on oltava molempien negatiivisia
tal molempien positiivisia. Jos molemmat tekijat olisivat negatiivisia, olisi 2z < ¥y ja
S5y < z; koska x ja y ovat positiivisia, tdmé& on mahdotonta. Siis pari (2z — y, by — x)
voi olla vain jokin pareista (1, 121), (11, 11), (121, 1). Vain ensimméinen pari voi liitty&
kokonaislukuihin z, y. Téll6in (z, y) = (14, 27).

98.4. Oletetaan, ettd P(n) = 0 jollakin kokonaisluvulla n. Silloin P(n) = 0 mod 1998.
Olkoon m € {1, 2, ..., 1998} sellainen luku, ettd m = n mod 1998. Silloin P(m) =
P(n) mod 1998. Nyt 1 < P(m) < 999. Ei voi olla P(m) = 0.

98.5. Jos b =0, luku 10"a tayttda asetetun vaatimuksen. Oletetaan, ettd b # 0. Olkoon
n kinted. Osoitetaan, ettd jokaisella k, 1 < k < n on olemassa sellainen luku my < 5%, ettd
luvun 2™my viimeisista k:sta numerosta jokainen on a tai b. Koska 2™ paattyy johonkin



2

numeroista 2, 4, 6, on olemassa jokaista mahdollista b:td kohden olemassa m1, 1 < m; < 4,
niin ettd 2™m; paattyy b:hen. Viite on siis tosi, kun & = 1. Oletetaan sitten, etta
jollekin k, 1 < k < n on olemassa mj niin, etta 2"my:n k viimeista numeroa ovat a tai
b. Olkoon ¢ 2"my:n (k + 1). numero oiekalta laskettuna. Tarkastellaan lukua 5%27. Se
loppuu tasan k:hon nollaan ja naita nollia edeltava numero on parillinen; olkoon se d. Nyt
oli 7 mik# luku hyviinsi, luvun m2" +r5%2" (k+ 1). numero oikealta on = ¢ +17d mod 10
(yhteenlaskun jalkimmaéinen luku pééttyy nolliin, joten se ei tuota muistinimeroa). Samoin
kuin tapauksessa k = 1 voidaan valita sopiva r, 1 < r < 4 niin, ettd (k + 1). numero
oikealta on joko a (jos ¢ on pariton) tai b (jos ¢ on parillinen). Valitaan nyt myiq =
mg+75*. Luvun 2"my, 1 k+1 viimeistd numeroa kuuluvat kaikki joukkoon {a, b}. Lisiksi
Mpt1 < 5k +4.5% = 55+ Prosessia voidaan jatkaa, kunnes saadaan luku m,,, jolle luvun
2"m,, kaikki viimeiset n numeroa ovat joukossa {a, b}. Koska m™ < 5™, luvussa 2"m,, on
enintddn n numeroa. Ne kuuluvat siis kaikki joukkoon {a, b}.

98.6. Polynomin Q(z) = P(z) — P(—z) aste on enintdén 5. @Q:lla on nollakohdat
a, b, 0, —a, —b. Koska Q’(0) = 0, 0 on ainakin kaksinkertainen @:n nollakohta. Mutta
silloin @:n on oltava vakio 0; siis P(z) = P(—x) kaikilla z.

98.7. Selvésti funktio f(z) = 0 kaikilla x toteuttaa tehtdvén yhtélon. Osoitetaan, etta

se on ainoa ehdon toteuttava funktio. Olkoon zy mielivaltainen ja f(xg) = a. Sijoitetaan

yhtilooon o = y = x9. Saadaan f(a?) = 2a. Sijoitetaan nyt r = y = a?. Saadaan

f(4a?) = 4a. Toisaalta, jos sijoitetaan x = zg ja y = 4a?, saadaan ba = a + 4a =
F(w0) + F((20)2) = F(F(f(20)f(20)2) = f(a-2-2a) = f(4a2). Siis 4a = 5a, joten a 0.

98.8. Kerrotaan vaitetyn yhtalon vasen puoli A ja oikea puoli B polynomilla 1 —z. Koska
(1 —2)Py(z) =1—2" jal—2° =0, niin binomikaavan perusteella saadaan

n

(1—3:)A:§<Z)(1—xk)zz(Z)(l—xk):T—(l—i-x)”.

k=0

1
Toisaalta 1 —x = 2 (1 — #) , joten

(1—33)322(1— 1;”7) ~2”_1Pn(1;m) _on (1— (1;:")“) — 2" (1+a).

Siis A = B aina. kun z # 1. Koska molemmat puolet ovat polynomeja (tai jatkuvia
funktioita), yhtdlé A = B pétee myos, kun = = 1.

98.9. Tunnetusti
=1+ tan?z,

kun 0 < z < 5 Koska kosinifunktio on vélilla [O, 5} positiivinen ja vaheneva, vaitteen

Olkoon f(t) =1+ t2. Nyt

COS T

< .
cosy  cosd

todistamiseksi riittaa osoittaa, etta

1
coS 7y

— f(tan~y) = f <%(tanoz —l—tanﬁ))



ja

1 l( — o+ — ):%(f(tanawrf(tanﬂ))-

cosd 2 \cosa cosf3

Viitteen todistamiseksi riittaa, etta osoitetaan

2

\/1+ <x+y>2<%(\/1+x2+\/1+y2>,

kun z ja y ovat positiivisia ja = # y. Mutta tdméa viimeksi todistettava epayhtalo osoit-
tautuu kahden neliéon korottamisen jilkeen yhtépitiviksi epiyhtilon (x —y)? > 0 kanssa.
[Viimeiset tarkastelut voi sivuuttaa, jos toteaa funktion f alaspdin kuperaksi esimerkiksi

havainnosta f”(x) = ﬁ > 0.]
+x

98.10. Olkoon (n — 1)-kulmio AgA4;...A,—_2 ja n-kulmio ByBj...B,_1. Sovitaan mu-
kavuussyista, etta sen ympyran, jonka sisaan monikulmiot on piirretty, kehéan pituus on
2n(n — 1) (eikd 2m). Kierretddn kehd auki x-akselin vélille [0, 2n(n — 1)] niin, ettd yksi
pisteistd A; on origossa ja pisteessd x = 2n(n — 1). Nyt jokaisen Aj;-pisteen koordinaatti
on jokin luvuista 2kn, 0 < k < n — 2. Koska véleja [2kn, 2kn 4+ 2n], 0 < k < n — 2
on n — 1 kappaletta, jotkin kaksi vierekkaista Bj-karked ovat samalla valilla. Numerointi
voidaan tehd&d niin, ettd tamé véli on [0, 2n] ja ettd sanottujen B; pisteiden koordinaa-
tit ovat zg ja z1 = x9 +2(n — 1), 0 < z, 1 < 2n. FErityisesti patee 1 < 1. Jos
pisteen By koordinaatti on zp, niin xp = zo + k- (2(n — 1)), 1 < k < n — 1. Heti ndh-
dadn, ettd jos 1 < k < g, niin (2k — 1)n < x < 2kn ja jos g < k < n-—1, nin

2k —2n <z < (26— 1)n. Jossiis 1 < k < g, niin By on Ap_1:n ja Ap:n valissi,

n
ldhempéana Ajg:ta, ja jos — < k < n — 1, niin By on Aip_1:n ja A:n valissd, mutta la-

hempana Aj_i:td. Edellisessa tapauksessa Bjy:m ja ldhimméan Aj;m vélinen etdisyys on
2kn — ), = 2k — xq, jilkimmaisessa xy, — (2k — 2)n = x¢ — 2k + 2n. Lyhimpien etéisyyksien
summa on siis

% n—1
$0+Z(2k—1’0)+ Z (330—2/€+2n).
k=1 k=2+1

Summassa on tasan yhtd monta xg:aa ja (—xg):aa, joten se ei riipu zg:sta. Tama todistaa
vaitteen.



98.11. Olkoon tehtavan kolmio ABC, M sivun AB
keskipiste, O ymparysympyran keskipiste ja keskijana
CM = m,.. Esimerkiksi ns. suunnikaslauseesta seuraa
heti kolmion keskijanalle (tunnettu) lauseke

1
m? = Z(Qa2 + 2% — ¢?).

me
Todistettava epayhtalo voidaan kirjoittaa muotoihin
4Rm. > a*+b* ja 8Rm. > 4m2+c* ja |OM|*> = R?—  AX - B
1
ZCQ > R?* — 2Rm. +m? = (R—m.)* = |0C — CM|*.
Epayhtalo on siis kolmion COM kolmioepayhtéalo.

Epayhtalossa on yhtasuuruus, jos kolmio surkastuu; néin kay, jos kolmio on tasakylkinen
(a = b) tai suorakulmainen (ZBCA = 90°), jolloin M ja O yhtyvit.

98.12. Olkoon /BAD = x ja ZDAC = y; siis x +y = 90° ja siny = coszx. Silloin
/BDA =2x ja ZADC = 2y. Nyt ZABD = 180° — 3z ja ZACB = 180° — 3y. Sovelletaan
sinilausetta kolmioon ABD. Saadaan

AD  sin(3z)
BD  sinz

Mutta sin(3z) = sin(2z + z) = sin(2x) cosz + cos(2z)sinz = sinx(2cos?x + cos? z —

sin? x) = sin (3 cos® x — sin® ), joten

BD = 9COS T COs .

Kolmiosta ADC' saadaan analogisesti

AD
DC

= 3cos? —sin® y = 3sin® y — cos? z.

2

Koska 3 cos? x — cos? z + 3sin® y — cos? x = 2, saadaan viite.

98.13. Olkoot I' ja IV kolmioiden ADE ja BCD
ymparysympyrat. Olkoon F' suoran DP ja I':n toi-
nen leikkauspiste. Koska AFE|BC, kolmioiden APE
ja CPB kulmat ovat pareittain yhtd suuret, joten
APE ~ CPB. P-keskinen homotetia vie AE:n ja-
naksi CB. Koska AFE ja CB vastavat I''n ja I':n yhta
suuria kehdkulmia, on I':n ja I'":n sdteiden suhde sama
kun AE : CB. Mutta taméa merkitsee sitd, etta I on
[:n kuva mainitussa homotetiassa. Tama homotetia

kuvaa kaaren DE kaareksi BF. Siis ZEAD = /BDF = /BDP. Toinen yhtalo todiste-
taan samalla tavalla.




98.14. Piirretaan F:n kautta DFE:n suuntainen suora.
Se leikkaa C'E:n pisteessa GG. Koska DE on kulman
/C AB vieruskulman puolittaja, /DAB = /FAC =

«. Yhdensuuntaisuuksista seuraa ZADB = ZAEC = /
/GFC = /FGC = o. Kolmiot BAD, CEA ja CGF A’
ovat yhdenmuotoisia tasakylkisid kolmioita. Koska D N
AB = FC, BAD ja CGF ovat yhtenevié, joten AD = \

FG. Selvasti AF = EG. Kulmien /FAD ja /FGE B e
vieruskulmat ovat yhta suria, joten /FAD = /FGE.

Kolmiot FAD ja EGF ovat siis yhtenevié (sks), joten

FD=FE.

98.15. Téydennetdan suorakulmainen kolmio ADC

suorakaiteeksi ADCG. Koska

AE_DC'_AG G
ED BD BD’

suorakulmaiset kolmiot EBD ja EAG ovat yhden- E
muotoiset. Siis /DEB = ZAEG. Mutta tasta seu-
raa, ettd B, F ja G ovat samalla suoralla. Koska
/FDG = ZFDFE = 90°, F on suorakaiteen ADCG
ymparysympyralla. Koska AC on tdmén ympyran hal-
kaisija, ZAFC = 90°.

98.16. Vairitetaan ruudukko neljalla varilla A, B, C' ja D niin, ettd ylimman rivin véri on
A, toiseksi ylimmén B, seuraavan C, seuraavan D, seraavan A jne. Keskimmaéinen ruutu
jatetdan varittamatta. Nyt varilla B voritettyja rutuja on 3-13 = 39 ja carilla C varitettyja
13-39 — 1 = 38. Jos vaadittu laudan peitto 1 x 4-laatoilla onnistuisi, niin jokainen laatta
peittéisi nelja samanvaristd ruutua tai nelja uutua, jotka kaikki olisivat erivarisia. Tama
merkitsee, ettd mustien ja valkoisten ruutujen lukumaaran erotuksen pitasi olla neljalla
jaollinen. Koska 1 ei ole jaollinen 4:11a, vaadittua peittoa ei ole.

98.17. Jos k = 1, pakkaus voidaan tehda. Oletetaan, ettd se voidaan tehda, kun k =
j. Olkoon sitten esineitd (j + 1)n, jokainen véritettyna jollain j + 1:std eri vérista, ja
laatikoita j 4+ 1. Silloin jotakin vérid, esimerkiksi vihreda, on enintdan n kappaletta ja
jotakin véaria, esimerkiksi sinistd, on enemmén kun n kappaletta. Otetaan kaikki vihreat,
pannaan ne laatikkoon, ja téytetddn laatikko (jos tarpeen) sinisilld esineilld. Nyt jaljelld
on jn esinettd, kukin varitettyind jollakin j:std eri varistd (kun vihredt ovat kaikki yhdessa
laatikossa). Induktio-oletuksen mukaan ndma jn esinettd voidaan pakata vaaditulla tavalla
j:hin laatikkoon; (j+1):ssé laatikossa on my0s vain kahdenvérisié esineitd. Vaitteen totuus
seuraa induktioperiaatteesta.

98.18. Tarkastelemalla mahdollisuuksia nahdaan, etta vaadittuja joukkoja ei ole, kun
n =1,2,3. Kun n = 4, joukko {3, 5, 6, 7} kelpaa. Jos {ai1, ao, ..., a,} on kelvollinen
joukko, sellainen on my6s {1, 2a1, 2as, ..., 2a,}. Kysyttyjd joukkoja on sis kaikilla n > 4.
98.19. Jos tarkastellaan kahden ei valttdméatta samanakokoisen joukkueen jasenten valisia
pelejé, niin ainakin toisessa joukkueessa on ainakin yksi pelaaja, joka on voittanut ainakin



uolet toisen joukkueen pelaajista. Jos nimittdin joukkueessa A on m ja joukkueessa B

n pelaajaa, niin oteluita on yhtensa mn; ellei kukaan A-joukkueesta ole voittanut aina-
n
kin puolta B-joukkueen pelaajista, A-joukkueen voittamien ottelujen maéard on < m - 5

ja ellei kukaan B-joukkueen jdsen ole voittanut ainakin puolta A-joukkueen jésenista, B-
m
joukkueen voittaminen ottelujen maara on < m - —; néin ollen ottelujen maara olisikin

< mn. Tarkastellaan nyt kahden 1000-henkisen joukkueen peleja. Toisessa joukkueessa,
esimerkiksi A:ssa, on pelaaja a1, joka on voitanut ainakin 500 B-joukkueen pelaajaa. An-
netaan hanelle mitali, ja poistetaan B-joukkueesta kaikki aq:lle havinneet. Tarkastellaan
tilannetta uudelleen. Jommassakummassa joukkueista on jilleen joku pelaaja, joka on
voittanut ainakin puolet toisen joukkueen pelaajista. Annetaan hénellekin mitali, poiste-
taan hénet ja hanelle havinneet. Prosessia voidaan jatkaa, kunnes toisessa joukkueessa ei
enad ole yhtaan pelaajaa jaljella. Oletetaan, ettd tama joiukkue on B. Joka kerta, kun
B:sta on poistettu havinneita, nata on ollut ainakin puolet B:n silloisesta vahvuudesta.
Koska aluksi B:ssi oli alle 21 pelaajaa, poistoja on ollut enintéin 10. A:ssa on enintdin
10 mitalinsaajaa. Nyt jokainen B:ssa ollut on havinnyt jollekin A:n mitalinsaajalle. Jos
heita on alle 10, voidaan ryhma taydentad milld hyvansa A:n pelaajilla.

98.20. Olkoot 1 < g < h < i < j < n kiinnteitd kokonaislukuja. Tarkastellaan kaikkia
sellaisa n-numeroisia lukuja a = @yas ... a,, joiden kaikki numerot ovat nollaa suurempia,
joille ay = 1, ap, = a; = 9 ja a; = 8 ja joille 71998” on mahdollisimman alussa, eli joille
ap #1, kunp <g,a, #9, kung<p<hjah<p<ijaa,#8, kuni < p < j. Téllaisia
lukuja on kgpnij = g9—1.gh—9-1.gi=h-1.gji=i=1.9n=Jj kappaletta. Nyt kgni; = 1 mod 8
jos javain jos g =1, h=2,1=3ja j =4 ja kgn;; = 0 mod 8 kaikissa muissa tapauksissa.
Koska k(n) on kaikkien lukujen kgp;; summa, kysytty jakojédénnos on 1.
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