Baltian tie 1997
Ko66penhamina, 9.11.1997, klo 10.00.

Aika: 4% tuntia. Jokaisesta tehtivistd voi saada 5 pistetta.

1. Maarita kaikki reaaliarvoiset reaalilukufunktiot f, jotka eivéit ole nollafunk-
tioita ja joille

f@)f(y) = fle—y)
kaikilla reaaliluvuilla x ja y.

2. Olkoon ay,as,as,... jono positiivisia kokonaislukuja, jossa jokainen positii-
vinen kokonaisluku esiintyy tidsmélleen kerran. Osoita, ettd on olemassa koko-
naisluvut ¢ ja m, 1 < ¢ < m, joille a; + a,, = 2ay.

3. Olkoon z; = 1 ja xy41 = o, + L‘%"J + 2, kun n = 1,2,3,..., missi |z]
tarkoittaa suurinta x:43 pienempéai kokonaislukua. MAaarita xi997.

4. Todista, ettd lukujen xy,... ,x, aritmeettiselle keskiarvolle a patee

(|Jzy —a| + -+ + |2, —a])?.

DN —

(1 —a)*+- -+ (z, —a)* <

5. Positiivisten kokonaislukujen jonossa ug,u1,... luku uy on mielivaltainen ja
jokaisella ei-negatiivisella kokonaisluvulla n pétee

%un kun wu,, on parillinen,
Up+1 =

a + u, kun u,on pariton,

missd a on pariton kiinted positiivinen kokonaisluku. Todista, ettd jono on jostain
jasenestddn alkaen jaksollinen.

6. Etsi kaikki ei-negatiivisten lukujen kolmikot (a, b, ¢), joille pitee a > b > ¢ ja
1-a> +9-0°+9-¢c+ 7 = 1997.

7. Olkoot P ja () kokonaislukukertoimisia polynomeja. Oletetaan, ettid koko-
naisluvut a ja a+ 1997 ovat polynomin P juuria ja Q(1998) = 2000. Osoita, etti
yhtélolla Q(P(x)) = 1 ei ole kokonaislukuratkaisuja.

8. Kun lukuun 1996 lisdtdan 1997, ensin numerot 6 ja 7 lasketaan yhteen. Kun
tulokseksi saadaan 13, numero 3 kirjoitetaan yhteenlaskurivin alle ja numero 1
kirjoitetaan seuraavaan sarakkeeseen muistiluvuksi. Néiin jatkaen huomataan,
ettd kaikkiaan tarvitaan kolme muistilukua:

111
1996
+ 1997
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Onko olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku k, ettd lukujen 1996-k ja 1997-k
yvhteenlaskussa ei tarvita muistilukuja?

9. Maailmanpallon maailmat on numeroitu 1, 2, 3, ... ja jokaisella positiivisella
kokonaisluvulla n > 1, taikuri Gandalf voi siirtyd mihin tahansa suuntaan maail-
mojen n, 2n ja 3n + 1 vililli. Voiko Gandalf siirtyd mistd tahansa maailmasta
mihin tahansa maailmaan?

10. Osoita, ettd mistd tahansa 79 perdkkéisen positiivisen kokonaisluvun jonosta
16ytyy luku, jonka kymmenjéirjestelméesityksen numeroiden summa on jaollinen
luvulla 13.

11. Kahdella yhdensuuntaisella suoralla on annettuna 5 5 5 g

pisteet Aj, Ay, As, ... ja By, By, Bs, ... (kuten ku-

vassa), joille pétee |A;A; 1| = 1 ja |B;B;y1| = 2 kaikilla /\W

i=1,2,.... Olkoon £A;A3B; = a. Laske A Ao As A As s
KLAB1Ay + LA3ByAs + LA3Bs Ay + -+ - .

12. Kaksi ympyrdd C; ja C, leikkaavat pisteissid P ja (). Pisteen P kautta
kulkeva jana leikkaa ympyran C; pisteessd A ja ympyran Cy pisteessd B. Olkoon
X janan AB keskipiste. Suora QX leikkaa ympyrén C; pisteessd Y ja ympyran
C, pisteessd, Z. Osoita, ettd X on janan Y Z keskipiste.

13. Samalla suoralla oleville pisteille A, B, C', D ja E
pitee |AB| = |BC| = |CD| = |DE|. Piste F ei ole

télla suoralla. Olkoon G kolmion ADF ympéripiirretyn F
ympyran keskipiste ja H kolmion BEF ympdripiirretyn

ympyrian keskipiste. Osoita, ettd suorat GH ja F'C' ovat %
kohtisuorassa toisiaan vastaan. A B C D E

14. Kolmiossa ABC pitee, etti |[AC|? on |BC|*n ja |AB|*n aritmeettinen

keskiarvo. Osoita, etti cot? B > cot Acot C. (Huom! cotv = cosv/sinv.)

15. Terdviakulmaisessa kolmiossa ABC' kulmien £ A, 4B ja £C puolittajat

leikkaavat kolmion ympéripiirretyn ympyran pisteissa A;, By ja Cy, téssi jarjestyk-
sessd. Piste M on suorien AB ja B,(C] leikkauspiste, ja IV on suorien BC' ja A; B,

leikkauspiste. Osoita, ettd M N kulkee kolmion AABC sisddnpiirretyn ympyran

kautta.

16. Kaksi pelaajaa pelaa 5 x 5-shakkilaudalla seuraavaa pelid: Ensimméinen
pelaaja asettaa ratsun jollekin ruudulle. Tamén jalkeen pelaajat siirtdvit ratsua
shakin sédéntojen mukaisesti (jalkimmainen pelaaja aloittaa siirtelyn). Ratsua ei
saa siirtdd ruutuun, jossa se jo oli. Pelaaja, joka ei voi endé siirtda, havida pelin.
Kummalla pelaajista on voittostrategia?

17. Suorakaiteen voi jakaa n samankokoiseen nelicén. Saman suorakaiteen voi
myo6s jakaa n + 76 pienempéddn samankokoiseen neli6on. Méarita n.

18. (i) Osoita, ettd on olemassa kaksi, toisiaan mahdollisesti leikkaavaa, &ére-
tontd joukkoa A ja B, joille péitee, ettd jokainen epénegatiivinen kokonaisluku



n voidaan esittdd yksikésitteiselld tavalla muodossa n = a + b, missid a € A ja
be B.

(77) Osoita, ettd jokaisesta sellaisesta parista (A, B) joko joukko A tai joukko B
sisdltdd ainoastaan jonkin kokonaisluvun k£ > 1 monikertoja.

19. Metsén n eldintéd (n > 3) eldd kukin omassa luolassaan, ja kustakin luolasta
on polku kuhunkin toiseen. Ennen metsin kuninkaan vaalia jotkin eldimet kam-
panjoivat ehdokkuutensa puolesta. Jokainen kampanjoiva eldin vierailee kunkin
toisen eldimen luona tdsmaélleen kerran, kiyttad aina polkua siirtyessdén luolasta
toiseen, ei koskaan poikkea polulta toiselle siirtyessidin luolasta toiseen ja palaa
kampanjansa lopuksi omaan luolaansa. Tiedetdadn myos, ettd kutakin polkua
kiyttad vain yksi kampanjoiva eldin.

a) Osoita, etti jokaisella alkuluvulla n suurin mahdollinen kampanjoivien eldin-

ten maara on "T_l;

b) Etsi suurin mahdollinen kampanjoivien eldinten lukumééré, kun n = 9.

20. Rivissd on kaksitoista korttia, joita on kolmenlaisia: joko molemmat puolet
ovat valkoisia, molemmat ovat mustia tai toinen on valkoinen ja toinen on musta.
Aluksi yhdeksén korteista on musta puoli ylospéin. Sitten kortit 1-6 kddnnetaén,
jonka jélkeen neljastd kortista on musta puoli ylospdin. Sitten kortit 4-9 kddn-
netdédn ja kuudesta kortista on musta puoli ylospéin. Lopuksi kortit 1-3 ja 10-12
kiddnnetddn, minkd jilkeen viidestd kortista on musta puoli ylospdin. Kuinka
monta kunkin lajin korttia on poydalla?
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