
Baltian tie ����

Language� Finnish

�� Olkoot � ja � �� � mitk�a tahansa kaksi kulmaa� joiden kyljet sis�alt�av�at s�a�ann�ollisen
�����kulmion l�avist�aj�at	 Todista� ett�a ��� on rationaaliluku	

�� Alla olevan kuvan ympyr�a C sivuaa kahta puoliympyr�a�a ja janaa PQ� joka on
kohtisuorassa halkaisijaa AB vastaan	 Varjostetun alueen pinta�ala on 
��� ja ympyr�an
C ala on ��	 Laske halkaisijan AB pituus	
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�� Olkoon ABCD yksikk�oneli�o� ja olkoot P ja Q sellaisia tason pisteit�a� ett�a Q on
kolmion BPC ymp�ari piirretyn ympyr�an keskipiste ja D on kolmion PQA ymp�ari piir�
retyn ympyr�an keskipiste	 Etsi kaikki janan PQ mahdolliset pituudet	

�� ABCD on puolisuunnikas �AD k BC�	 P on sellainen suoran AB piste� ett�a �CPD
on suurin mahdollinen	 Q on sellainen piste suoran CD piste� ett�a �BQA on suurin
mahdollinen	 Olettaen� ett�a P on janalla AB� osoita� ett�a �CPD � �BQA	

�� Olkoon ABCD ympyr�an sis�a�an piirretty konveksi nelikulmio� ja olkoot ra� rb� rc�
rd kolmioiden BCD� ACD� ABD� ABC sis�a�an piirrettyjen ympyr�oiden s�ateet	 Osoita�
ett�a ra 
 rc � rb 
 rd	

�� Olkoot a� b� c� d sellaisia positiivisia kokonaislukuja� ett�a ab � cd	 Osoita� ett�a
a
 b
 c
 d ei ole alkuluku	

�� Kokonaislukujono a�� a�� � � � � on sellainen� ett�a a� � �� a� � �� ja kun n � ��

an�� �

�
�an�� � 
an� jos an � an�� on parillinen
an�� � an� jos an � an�� on pariton	

Osoita� ett�a kaikilla n�n arvoilla an �� �	

�� Tutkitaan jonoa
x� � ��� x� � ���

xn�� � pyj�xn��� xn� 
 xn

kun n � �� miss�a pyj�a� b� tarkoittaa a�n ja b�n pienint�a yhteist�a monikertaa	 Etsi
lukujen x���� ja x���� suurin yhteinen tekij�a	

�



	� Olkoot n ja k kokonaislukuja� � � k � n	 Etsi joukko A� joka koostuu n�st�a
kokonaisluvusta� ja kokonaisluku b� jotka t�aytt�av�at seuraavat ehdot�
�i� Yksik�a�an k � ��n A�n eri alkion tulo ei ole b�ll�a jaollinen	
�ii� Jokainen k�n A�n eri alkion tulo on b�ll�a jaollinen	
�iii� Jos a ja a� ovat A�n alkioita� a� ei ole a�lla jaollinen	

�
� Merkit�a�an d�n�ll�a positiivisen kokonaisluvun n erisuurten positiivisten tekij�oiden
lukum�a�ar�a�a �mukaan lukien � ja n�	 Olkoot a � � ja n � � sellaisia kokonaislukuja�
ett�a an 
 � on alkuluku	 Todista� ett�a

d�an � �� � n �

��� Reaaliluvuilla x�� x�� � � � � x���� on seuraava ominaisuus� jos W on mik�a tahansa
toisen asteen polynomi� ainakin kolme luvuista W �x���W �x��� � � � �W �x����� on yht�a
suuria	 Osoita� ett�a ainakin kolme luvuista x�� x�� � � � � x���� on yht�a suuria	

��� Olkoon S kokonaislukujoukko� joka sis�alt�a�a luvut � ja ����	 Oletetaan my�os� ett�a
S sis�alt�a�a jokaisen sellaisen polynomin juuret� jonka kertoimet sis�altyv�at S��a�an ja joka
ei ole identtisesti nolla	 Osoita� ett�a S sis�alt�a�a luvun ��	

��� Tarkastellaan kokonaislukujen joukossa m�a�ariteltyj�a funktioita f � jotka toteutta�
vat ehdon

f�x� � f�x� 
 x
 ��

kaikilla kokonaisluvuilla x	 Etsi kaikki t�allaiset a� parilliset� b� parittomat funktiot	

��� Funktion f�x� � xn 
 an��x
n�� 
 � � �
 a�x 
 a� �miss�a n � �� kuvaaja leikkaa

suoran y � b pisteiss�a B�� B�� � � � � Bn �vasemmalta oikealle� ja suoran y � c �c �� b�
pisteiss�a C�� C�� � � � � Cn �vasemmalta oikealle�	 Olkoon P suoran y � c piste� joka
sijaitsee pisteen Cn oikealla puolella	 Laske summan cot��B�C�P �
� � �
cot��BnCnP �
arvo	

��� Mille positiivisille reaaliluvuille a� b p�atee ep�ayht�al�o

x� � x� 
 x� � x� 
 � � �
 xn�� � xn 
 xn � x� � xa� � x
b

� � x
a

� 
 xa� � x
b

� � x
a

� 
 � � �
 xa
n
� xb� � x

a

�

kaikille kokonaisluvuille n � � ja kaikille positiivisille reaaliluvuille x�� � � � � xn�

��� Kaksi pelaajaa merkitsee vuorotellen �a�arett�om�an neli�oruudukon jo merkitsem�at�
t�omi�a ruutuja	 Toinen k�aytt�a�a merkki�a�� toinen merkki�a �	 Ensimm�ainen� joka t�aytt�a�a
�� ��neli�on omilla merkeill�a�an� voittaa	 Voiko aloittava pelaaja aina voittaa�

��� K�aytt�aen kutakin kahdeksasta numerosta �� 
� �� �� �� �� � ja � tasan kerran
muodostetaan kolminumeroinen luku A� kaksinumeroiset luvut B ja C �B � C� ja
yksinumeroinen luku D	 Lis�aksi p�atee� ett�a A 
D � B 
 C � ��
	 Monellako tavalla
luvut voidaan valita�

��� Olympialaisten tuomaristossa on 
� j�asent�a	 Tuomariston jokaisen j�asenen mielest�a
osa h�anen kollegoistaan on p�atevi�a ja kaikki muut ep�ap�atevi�a	 N�am�a mielipiteet eiv�at
muutu	 Jokaisen istunnon alussa pidet�a�an �a�anestys jokaisen j�asenen p�atevyydest�a	 Sen

�



j�alkeen tuomaristosta erotetaan sellaiset j�asenet� joita ei pid�a p�atev�an�a aito enemmist�o
�yli puolet� �a�anest�ajist�a	 Osoita� ett�a korkeintaan �� istunnon j�alkeen tuomariston
kokoonpano ei en�a�a muutu	 �Huomaa� ett�a kukaan ei �a�anest�a omasta p�atevyydest�a�an	�

�	� Nelj�ass�a kasassa on kussakin 
�� ��� �� ja �� tulitikkua	 Vuorollaan pelaaja valitsee
jotkin kaksi kasaa ja ottaa toisesta positiivisen m�a�ar�an tulitikkuja ja toisesta my�os
positiivisen m�a�ar�an tulitikkuja	 Jos pelaaja ei voi tehd�a siirtoa� h�an h�avi�a�a	 Kummalla
pelaajista on voittostrategia�

�
� Onko mahdollista jakaa positiiviset kokonaisluvut kahteen erilliseen joukkoon A
ja B� joille
�i� mitk�a�an kolme A�n alkiota eiv�at muodosta aritmeettista jonoa� ja
�ii� B�n luvuista ei voida muodostaa kasvavaa �a�aret�ont�a aritmeettista jonoa�
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