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11.

1
. Todista, ettd sin® 18° + sin® 18° = —.

6. Baltian tie -kilpailu
Vasteras, 12. marraskuuta 1995

. Maaritd kaikki positiivisten kokonaislukujen kolmikot (z, y, z), jotka toteuttavat

yhtaloryhméan
{ 22 =2(y + 2)

2% = y® 4+ 2% + 31(y? + 22).

. Olkoot a ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon a? + k luvun (a — 1)a(a + 1) tekija.

Osoita, etta k > a.

. Positiiviset kokonaisluvut a, b ja c ovat pareittain yhteistekijattomia, a ja c ovat parit-

tomia ja luvut toteuttavat yhtilon a? + b = 2. Osoita, etti b+ ¢ on kokonaisluvun
nelio.

. John on vanhempi kuin Mary. John huomaa, ettd kun han vaihtaa ikansa molemmat

numerot keskendan, han saa tulokseksi Maryn ian. Lisaksi ikien nelioiden erotus on
kokonaisluvun nelio. Miten vanhoja John ja Mary ovat?

. Olkoot a < b < ¢ kolme positiivista kokonaislukua. Todista, etta minka hyvansa 2c:n

perakkaisen positiivisen kokonaisluvun joukossa on kolme eri lukua x, y ja z siten,
etta abc on ryz:n tekija.

. Todista, etta positiivisille luvuille a, b, c ja d patee

at+c b+d c+a d+b>
a+b b+c c+d d+a—

8

. Reaaliluvut a, b ja c toteuttavat epayhtilot |a| > |b+¢|, |b] > |c+ al ja |¢| > |a + b].

Todista, etta a + b+ c = 0.

. Todista, etta

1995_1994+1993_ 2 n r 1+ 3 + +1995
2 3 4 1995 0 1996 999 0 1000 ¢ 7T 1996

Maarita kaikki nollasta eroavien reaalilukujen joukossa maaritellyt reaaliarvoiset funk-
tiot f, joille patee

(a) f(1) =1,

1 1 1
(b) f ( ) =f (—) f <—> kaikilla nollasta eroavilla luvuilla z, y ja = + ¥,
Tty T Y

(c) (x+y)f(x+y)==xy f(x)f(y) kaikilla nollasta eroavilla luvuilla z, y ja x + y.

Kuinka monella tavalla joukko {1, 2, ..., 1995} voidaan jakaa kolmeksi epatyhjaksi
osajoukoksi, joista mikaan ei sisalla kahta perakkaista kokonaislukua?



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Olkoon 19 palloa sijoitettuna 95 laatikkoon umpimahkaisesti. Sijoitetaan kuusi uutta
palloa laatikkoihin, kukin eri laatikkoon. Voidaanko tatéa operaatiota tarpeeksi monta
kertaa toistamalla padsta tilanteeseen, jossa jokaisessa laatikossa on yhta monta pal-
loa?

Tarkastellaan seuraavaa kahden pelaajan pelia. Poydalla on joukko pikkukivia. Pelaa-
jat tekevat siirtonsa vuorotellen. Siirto tarkoittaa, etta poydalta otetaan z kivea,
missa x on minka hyvansa positiivisen kokonaisluvun nelio. Pelaaja, joka ei voi tehda
siirtoa, haviaa pelin. Osoita, etta on olemassa aarettoman monta alkutilannetta, joista
lahtien toisena siirtava pelaaja voi voittaa riippumatta siitd, miten hanen vastusta-
jansa pelaa.

aarettomalla kolmioidulla paperiarkilla on n kirppua. Kirput ovat aluksi
eri pikkukolmioissa, jotka kaikki sisaltyvat n?:sta pikkukolmiosta koostuvaan
tasasivuiseen kolmioon. Jokainen kirppu hyppaa kerran sekunnissa kolmiostaan yh-
teen kolmesta naapuripikkukolmiosta kuvan osoittamalla tavalla. Milla positiivisilla
kokonaisluvuilla n on olemassa alkutilanne, josta kaikki kirput voivat aarellisen hyp-
pymaaran jalkeen paasta yhteen ja samaan pikkukolmioon?

Olkoon annettu (2n + 1)-kulmio. Osoita, ettd tdmén monikulmion kirjet ja sivujen
keskipisteet voidaan numeroida kayttaen kaikkia lukuja 1, 2, ..., 4n + 2 niin, etta
kuhunkin monikulmion sivuun liittyvien kolmen luvun summa on sama.

Olkoon [ kolmion ABC kulman C' vieruskulman puolittaja. Janan AB keskipisteen O
kautta piirretty [:n suuntainen suora leikkaa suoran AC' pisteessd F. Maarita |CE|,
kun |[AC| =7 ja |CB| = 4.

Osoita, etta on olemassa sellainen luku «, etta mielivaltaiselle kolmiolle ABC' patee
max{ha, hp, hc¢} < a-min{ma, mp, mc},

missa ha, hp ja heo ovat kolmion ABC' korkeusjanojen pituudet ja my, mp ja mg
sen keskijanojen pituudet. Maarita a:n pienin mahdollinen arvo.

Olkoon M kolmion ABC sivun AC' keskipiste ja olkoon H karjestd B piirretyn ko-
rkeusjanan kantapiste. Olkoot P ja () pisteiden A ja C' kohtisuorat projektiot kulman
B puolittajalla. Osoita, etta pisteet H, P, M ja (Q ovat samalla ympyralla.

Seuraavaa konstruktiota kaytetaan avaruuslentdjien koulutuksessa: 2R-sateinen
ympyra Co pyo0rii pitkin toisen nR-séiteisen (n on kokonaisluku ja suurempi kuin
2) kiintedn ympyran C sisdpuolta. Avaruuslentdjé on kiinnitettynd kolmanteen R-
sateiseen ympyraan Cs, joka pyorii ympyran Cy sisapuolella niin, etta ympyroiden Cy
ja C3 sivuamispiste on aina maksimietaisyydella ympyroiden C; ja Cs sivuamispis-
teestd. Kuinka monta kierrosta (kiintein maan suhteen) avaruuslentiji tekee yhdessa
ympyran C3 kanssa, kun ympyra C5 tekee yhden tayden kierroksen ympyran Cf
ympari?

Osoita, etta jos kuperan viisikulmion kaikkien karkipisteiden molemmat koordinaatit

ovat kokonaislukuja, niin viisikulmion ala on vahintaan 7"
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