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V�aster�as� ��� marraskuuta ���	

�� M�a�arit�a kaikki positiivisten kokonaislukujen kolmikot �x� y� z�� jotka toteuttavat
yht�al�oryhm�an �

x� � ��y � z�

x� � y� � z� � ���y� � z���

�� Olkoot a ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon a�� k luvun �a� ��a�a��� tekij�a	
Osoita� ett�a k � a	


� Positiiviset kokonaisluvut a� b ja c ovat pareittain yhteistekij�att�omi�a� a ja c ovat parit

tomia ja luvut toteuttavat yht�al�on a� � b� � c�	 Osoita� ett�a b� c on kokonaisluvun
neli�o	

�� John on vanhempi kuin Mary	 John huomaa� ett�a kun h�an vaihtaa ik�ans�a molemmat
numerot kesken�a�an� h�an saa tulokseksi Maryn i�an	 Lis�aksi ikien neli�oiden erotus on
kokonaisluvun neli�o	 Miten vanhoja John ja Mary ovat�

	� Olkoot a � b � c kolme positiivista kokonaislukua	 Todista� ett�a mink�a hyv�ans�a �c�n
per�akk�aisen positiivisen kokonaisluvun joukossa on kolme eri lukua x� y ja z siten�
ett�a abc on xyz�n tekij�a	

�� Todista� ett�a positiivisille luvuille a� b� c ja d p�atee
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�� Todista� ett�a sin� ��� � sin� ��� �
�

�
	


� Reaaliluvut a� b ja c toteuttavat ep�ayht�al�ot jaj � jb� cj� jbj � jc� aj ja jcj � ja� bj	
Todista� ett�a a� b� c � �	

�� Todista� ett�a
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��� M�a�arit�a kaikki nollasta eroavien reaalilukujen joukossa m�a�aritellyt reaaliarvoiset funk

tiot f � joille p�atee
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kaikilla nollasta eroavilla luvuilla x� y ja x� y�

�c� �x� y�f�x� y� � xy f�x�f�y� kaikilla nollasta eroavilla luvuilla x� y ja x� y	

��� Kuinka monella tavalla joukko f�� �� � � � � ����g voidaan jakaa kolmeksi ep�atyhj�aksi
osajoukoksi� joista mik�a�an ei sis�all�a kahta per�akk�aist�a kokonaislukua�



��� Olkoon �� palloa sijoitettuna �� laatikkoon umpim�ahk�aisesti	 Sijoitetaan kuusi uutta
palloa laatikkoihin� kukin eri laatikkoon	 Voidaanko t�at�a operaatiota tarpeeksi monta
kertaa toistamalla p�a�ast�a tilanteeseen� jossa jokaisessa laatikossa on yht�a monta pal

loa�

�
� Tarkastellaan seuraavaa kahden pelaajan peli�a	 P�oyd�all�a on joukko pikkukivi�a	 Pelaa

jat tekev�at siirtonsa vuorotellen	 Siirto tarkoittaa� ett�a p�oyd�alt�a otetaan x kive�a�
miss�a x on mink�a hyv�ans�a positiivisen kokonaisluvun neli�o	 Pelaaja� joka ei voi tehd�a
siirtoa� h�avi�a�a pelin	 Osoita� ett�a on olemassa �a�arett�om�an monta alkutilannetta� joista
l�ahtien toisena siirt�av�a pelaaja voi voittaa riippumatta siit�a� miten h�anen vastusta

jansa pelaa	

��� �a�arett�om�all�a kolmioidulla paperiarkilla on n kirppua	 Kirput ovat aluksi
eri pikkukolmioissa� jotka kaikki sis�altyv�at n��sta pikkukolmiosta koostuvaan
tasasivuiseen kolmioon	 Jokainen kirppu hypp�a�a kerran sekunnissa kolmiostaan yh

teen kolmesta naapuripikkukolmiosta kuvan osoittamalla tavalla	 Mill�a positiivisilla
kokonaisluvuilla n on olemassa alkutilanne� josta kaikki kirput voivat �a�arellisen hyp

pym�a�ar�an j�alkeen p�a�ast�a yhteen ja samaan pikkukolmioon�

�	� Olkoon annettu ��n � ��
kulmio	 Osoita� ett�a t�am�an monikulmion k�arjet ja sivujen
keskipisteet voidaan numeroida k�aytt�aen kaikkia lukuja �� �� � � � � 
n � � niin� ett�a
kuhunkin monikulmion sivuun liittyvien kolmen luvun summa on sama	

��� Olkoon l kolmion ABC kulman C vieruskulman puolittaja	 Janan AB keskipisteen O
kautta piirretty l�n suuntainen suora leikkaa suoran AC pisteess�a E	 M�a�arit�a jCEj�
kun jACj � � ja jCBj � 
	

��� Osoita� ett�a on olemassa sellainen luku �� ett�a mielivaltaiselle kolmiolle ABC p�atee

maxfhA� hB � hCg � � �minfmA� mB � mCg�

miss�a hA� hB ja hC ovat kolmion ABC korkeusjanojen pituudet ja mA� mB ja mC
sen keskijanojen pituudet	 M�a�arit�a ��n pienin mahdollinen arvo	

�
� Olkoon M kolmion ABC sivun AC keskipiste ja olkoon H k�arjest�a B piirretyn ko

rkeusjanan kantapiste	 Olkoot P ja Q pisteiden A ja C kohtisuorat projektiot kulman
B puolittajalla	 Osoita� ett�a pisteet H� P � M ja Q ovat samalla ympyr�all�a	

��� Seuraavaa konstruktiota k�aytet�a�an avaruuslent�ajien koulutuksessa� �R
s�ateinen
ympyr�a C� py�orii pitkin toisen nR
s�ateisen �n on kokonaisluku ja suurempi kuin
�� kiinte�an ympyr�an C� sis�apuolta	 Avaruuslent�aj�a on kiinnitettyn�a kolmanteen R

s�ateiseen ympyr�a�an C�� joka py�orii ympyr�an C� sis�apuolella niin� ett�a ympyr�oiden C�

ja C� sivuamispiste on aina maksimiet�aisyydell�a ympyr�oiden C� ja C� sivuamispis

teest�a	 Kuinka monta kierrosta �kiinte�an maan suhteen� avaruuslent�aj�a tekee yhdess�a
ympyr�an C� kanssa� kun ympyr�a C� tekee yhden t�ayden kierroksen ympyr�an C�

ymp�ari�

��� Osoita� ett�a jos kuperan viisikulmion kaikkien k�arkipisteiden molemmat koordinaatit

ovat kokonaislukuja� niin viisikulmion ala on v�ahint�a�an
�
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