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3. Baltian tie -kilpailu
Vilna, 5.-8.11.1992

. Olkoot p ja q kaksi perakkaista paritonta alkulukua. Todista, etta p 4+ ¢ on ainakin

kolmen (ei valttamattd eri suuren) ykkostd suuremman positiivisen kokonaisluvun
tulo.

. Merkitdén d(n):1l4 positiivisen kokonaisluvun kaikkien positiivisten tekijéiden

(mukaan lukien 1 ja n) lukuméérdd. Todista, etté % on kokonaisluku dérettéméan
n

monella n.

. Etsi paattyméaton aritmeettinen jono, jonka termit eivat ole samoja ja jonka yksikaan

termi ei ole kahden positiiviluvun nelioiden eika kuutioiden summa.

. Onko mahdollista piirtaa kuusikulmio, jonka karjet ovat tason kokonaislukukoordi-

naattisissa pisteissa, siten, etta kuusikulmion sivujen neliot ovat kuusi perdkkaista
kokonaislukua?

. Oletetaan, ettd a2+ b2+ (a+b)2 = c2+d?+ (c+d)?. Todista, etti a*+b*+ (a+b)* =
ct+dt+ (c+d)t.
3 _
. Todista, etta 99:n luvun ——, k =2, 3, ..., 100, tulo on suurempi kuin —.
EB+1 3

. Olkoon a = '""%/1992. Kumpi luvuista

.a

a

a® vai 1992,

missa " potenssitornissa” on 1992 a:ta, on suurempi?

. Maarita kaikki kokonaisluvut z, jotka toteuttavat yhtalon

27(4 —x) =2z + 4.

. Polynomin f(z) = 3+ az?+ bz + ¢ kertoimille on voimassa b < 0 ja ab = 9c. Todista,

etta polynomilla on kolme erisuurta reaalijuurta.

Maéérita kaikki neljinnen asteen polynomit p(x), joille seuraavat nelja ehtoa toteutu-
Vat

(z) = p(—2) kaikilla o,
() > 0 kaikilla z,

(0) =1,

(x):114 on tasan kaksi ehdon |x; — 23| = 2 toteuttavaa lokaalia minimipistetta
T1 ja Ta.

Olkoon QT positiivisten rationaalilukujen joukko. Osoita, ettd on olemassa yksi ja
vain yksi funktio f: QT — QT, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@j%0<q<éJMHﬂ@:1+f<lf%),

(ii) jos 1 < ¢ <2, niin f(g) = 1+ f(¢— 1),
mnf@yf<é>:1mmmmqe@#
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19.

20.

Olkoon N positiivisten kokonaislukujen joukko. Olkoon ¢ : N — N bijektio (jokainen
a € Non ¢(n) jollain n € N ja jos n # m, niin f(n) # f(m)). Oletetaan, ettd on
olemassa aarellinen raja-arvo

¢(n)

lim —= = L.

— 00 n

Mitka ovat L:n mahdolliset arvot?
Osoita, etta kaikille positiivisille luvuille z1, s, ..., Zn, Y1, Y2, - . ., Yn patee epayhtalo

"1 4n?

Z x.y. Z n :
. 1Y

i=1 Z(x’ + yi)z

=1

Eraassa maassa on aarellinen maara kaupunkeja. Tiet kaupunkien valilla ovat yksisu-
untaisia. Jos tarkastellaan mita hyvansa kahta kaupunkia, niin toiseen niista paasee
teita pitkin toisesta. Todista, etta maassa on kaupunki, josta voi paasta teita pitkin
kaikkiin muihin kaupunkeihin.

Noakin olisi sijoitettava 8 erilajista elainta neljaan arkin hakkiin, kaksi kuhunkin. Os-
oittautuu, etta jokaisella naista elaimista on toisten elainten joukossa enintaan kolme
sellaista, joiden kanssa ne eivat voi menna samaan hakkiin. Osoita, ettda vaaditun-
lainen jako on tehtavissa.

Kuperan monitahokkaan kaikki sivutahkot ovat suunnikkaita. Voiko monitahokkaalla
olla tasan 1992 sivutahkoa?

Nelikulmio ABC'D on piirretty 1-sateisen ympyran sisaan niin, etta lavistaja AC on
ympyran halkaisija ja lavistaja BD on yhta pitka kuin AB. Lavistajien leikkauspiste

2
on P. Tiedetaan, etta PC'n pituus on 5 Kuinka pitka on sivu C'D?

Osoita, etta kolmiossa, joka ei ole tylppakulmainen, kolmion piiri on aina suurempi
kuin kaksi kertaa kolmion ympari piirretyn ympyran halkaisija.

Ympyrat C; ja Cs sivuavat sisdpuolisesti ympyraa C' pisteissa A ja B. Olkoon ¢
ympyroiden C7 ja Cs sellainen yhteinen tangentti, jonka samalla puolella molemmat
ympyrat ovat; sen ja ympyroiden sivuamispisteet ovat D ja F. Suorien AD ja BE
leikkauspiste on F'. Osoita, ettd F' on ympyralla C.

Olkoot a < b < ¢ suorakulmaisen kolmion sivut, 2p sen piiri ja S sen ala. Osoita, etta

pp—c)=@p—-a)lp-b) =S
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